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  الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني

3وكذلك في حالة  3lفي حالة وجود العزم  0l 

 غدير أحمد سهلي

 المملكة العربية السعودية ||وزارة التعليم ||  دارة تعليم حائلإ

راسة حركة جسم متماسك حول نقطة ثابتة حركة مغزلية سريعة في مجال جذب نيوتوني وذلك دإلى  هدفت الدراسة الحالية :لخص الم

3وكذلك في حالة 3lفي حالة وجود العزم  0lحيث تم تحليل العديد من منهجية التخطيط العلمي تم اتباع ، . ولتحقيق ذلك

النتائج المنشودة من الدراسة. أظهرت الدراسة إمكانية إدخال المركبة الثالثة لمتجه إلى  ما يترتب عليها للوصول المعادلات المتصلة ووصف 

نتاج تأثير الدوران هذا على الجسم وكذلك تفسيره الهندس ي مما يزيد من يحن من استعلى حركة الجسم و  3lالعزم الجيروسكوبي 

 تم علاج جميع الحالات الشاذة التي ظهرت في الأبحاث السابقة وتوضيحها يالتطبيقات الميكانيك فرص توظيفها في
ً
ة والهندسية. أيضا

 استللمختصين في المجال مما يسهل من عملية فهم المعادلات وتبسيط طرق 
ً
نتاج جيروسكوب لاجرانج كحالة استنتاجها. وأمكن أيضا

 من الحلول التي حصلنا علي
ً
 ها. خاصة جدا

 مجال قوة نيوتوني. ، العزم الجيروسكوبي، الحركات المغزلية الكلمات المفتاحية:

 أولا: خلفية الدراسة

 مقدمة

 في الميكانيكا النظرية 
ً
 كبيرا

ً
تولى مسألة الحركة الدورانية الفراغية لجسم متماسك حول نقطة ثابتة اهتماما

ر مجال الجاذبية المتماثل أو في المجال المغناطيس ي. وتعزى هذه سواء كان في مجال الجذب النيوتوني أو كان تحت تأثي

والتي تكون كمجموعة ، أولية تية لضرورة حل معادلات تفاضلية غير خطية عددها ستة ولها ثلاثة تكاملا همالأ 

مغلقة ويتطلب حلها الحصول على ستة تكاملات أولية كما يتطلب حلها أيضا حل مجموعة أخرى من المعادلات 

فإن حل هذه المسألة في ، فاضلية من الرتبة الأولى يكون فيها عدد التكاملات الأولية مساوٍ لعدد المعادلات. وعليهالت

 في بادئ الأمر ولكن يسهل حلها بطريقة تدريجية ب
ً
خدام النظريات المختلفة استصورتها العامة قد يكون مستحيلا

يمكن تخفيض عدد التكاملات الأولية اللازمة للحل لتصبح ، خدام هذه النظرياتاستحول المعادلات التفاضلية. وب

خمسة تكاملات أولية من خلال وضع المعادلات الستة في شكل ست متساويات. كما يمكن تخفيض عدد التكاملات 

وهو معلوم  –أربعة تكاملات أولية فقط من خلال تطبيق نظرية جاكوبي للعامل المتكامل الأخير إلى  اللازمة للحل

 (Awrejcewicz, & Koruba, 2012) سم المتماسك للج

 يمكن الحصول على ثلاثة تكاملا 
ً
 –تكامل كمية الحركة  –أولية للمسألة تسمى )تكامل الطاقة  توعموما

، حل كامل للحصول على التكامل الأولي الرابعإلى  ( ويلزم لحل المسألة الوصول Leimanis ،2013التكامل الهندس ي( )

عدم إمكانية الحصول على هذا التكامل حتى لحظة كتابة هذا البحث على الرغم من المحاولات إلى  ارةجدر الإشتوهنا 

 والجهود المستمرة من قبل العلماء للوصول إليه خلال القرنين الأخيرين.
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 سهلي (2) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

وفيما يلي توضيح لتوجه العلماء نحو بحث الحالات الخاصة المختلفة والتي يمكن من خلالها إيجاد التكامل 

 لأولي الرابع: ا

: في مجال الجذب المتماثل:
ً
 أولا

Yehia, 2015   0)) بوانسه  –حالة أويلر  -أ  0 0( )x y z   

0(Akulenko et al., 2016)بواسون  –حالة لاجرانج  -ب  0( , 0, )A B x y z    l 

0 (Cooke, 2012)حالة كوفاليفسكايا  -ج  0 0( 2 , 0, )A B C y z x     l 

: في مجال 
ً
 :الجذب النيوتوني ) توجد حالتين مشابهتين للخحالتين التاليتين (ثانيا

 حالة أويلر  -أ 

 حالة لاجرانج  -ب 

إلى  وبالتالي يستحيل الوصول ، حالة وجود تكامل أولي رابعاستأظهرت البحوث ذات الصلة ، في حالات أخرى 

كيفية حل الحالات الأخرى المتعلقة ية البحث في إلى أهم ولهذا ارتأى الباحث، حلول تحليلية لغير الحالات المذكورة

 بهذه المسألة.

إلى  إمكانية تصنيف هذه المسألةإلى (Odintsov & Oikonomou, 2016( و)Chae, 2015)  وتوصل الباحثين

عدد كبير من الحالات الخاصة التي يمكن الوصول إليها من المسألة العامة في ظل وجود فيود معينة إما على مركز 

. ومع التقدم في مجالات المعادلات كتلة الجسم أو 
ً
على قيم مركبات السرعة الزاوية الابتدائية أو على الاثنين معا

أدى هذا التصنيف للحصول على حلول دورية على هيئة متسلسلات من القوى تحتوي على بارامتر صغير ، التفاضلية

الطرق التي تعطي الحلول في تلك  أهمريه( من أمكن تحديد في جميع الحالات وتعتبر )طريقة البارامتر الصغير لبوانك

 والتي من إبداعات الرياضيين والفيزيائيين من حيث إيجاد الحلول ، الحالة
ً
وهي من الطرق الاضطرابية الأكثر شيوعا

 (.Amer ،2008التقريبية للمسائل التي يستحيل إيجاد الحل التام لها )

الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة ة تتناول الدراسة الحالي، وفي ضوء ما ذكر أعلاه

 . نيوتوني

 مشكلة الدراسة

 لأ 
ً
فهي تستخدم في الرادارات  –المجالات المدنية والعسكرية  وتطبيقاتها فيحركة الجيروسكوبات  يةهمنظرا

كة باهتمام كثير من حوذت هذه الحر استولهذا فقد  –من المركبات الحديثة  وغيرها والطائرات والغواصات البحرية

 الكلاسيكية.المتخصصين في الميكانيكا 

هذه الحركة بإمكانية وضع قيد مقبول على المعادلات الحاكمة للحركة على صورة فرض قيمة كبيره  وتتميز 

ية هذا القيد في إمكانية اختزال أهموتتمثل  الجيرسكوب.بدرجة كافية لمركبة السرعة الزاوية حول محور تماثل 

منظومة من معادلتين إلى  المعادلات التفاضلية غير الخطية الست من الرتبة الأولى والتكاملات الأولية الثلاث منظومة

 تفاضليتين شبه خطيتين من الرتبة الثانية وتكامل أولي واحد فقط.

إلى  ةومن هنا تأتي الحاج، الدراسات المختصة بهذا المجالإلى  تفتقر المكتبة العربية، على الرغم من ذلك

 . الحركات الاضطرابية لجيروسكوب متماثل دائرضرورة دراسة حركة الجيروسكوبات وخاصة 
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 سهلي (3) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 أهداف الدراسة 

 تحقيق التالي: إلى  تهدف الدراسة الحالية

من ناحية فيزيائية بما يسمح  الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتونيتفصيل  .1

 بيقات الهندسية والديناميكية.بتوظيفها بشكل افضل في التط

ة التي ذكرت في الدراسات السابقة وتوضيحها لما يخدم الاهداف النظرية تقديم حلول للحالات الشاذ .2

 .والتطبيقية

 من الحلول التي حصلنا عليهااستتوضيح كيفية  .3
ً
  .نتاج جيروسكوب لاجرانج كحالة خاصة جدا

 مصطلخحات الدراسة

ر عن دوران الجسيم الأولي حول نفسه. يعتبر اللف المغزلي خاصية جوهرية في كافة : خاصية تعبالحركات المغزلية

الجسيمات الأولية وتمثل ظاهرة ميكانيكية كمومية أصيلة. يمكن تقريب اللف المغزلي للإلكترون للأذهان عن طريق 

ول نفسه ويدور في فكذلك يلف الإلكترون ح، تشبيهها بدوران الأرض حول نفسها إضافة لدورانها حول الشمس

هو الأصل في ظاهرة ، نفس الوقت في مدار حول النواة. ويقترن اللف المغزلي للإلكترون بعزم مغناطيس ي له

 مغناطيسية المواد

يكون فيها عزم العطالة حول أحد ، هو حالة خاصة من الحركة حول نقطة ثابتةالعزم الجيروسكوبي )المدوار(: 

بحيث يصبح الاندفاع الزاوي كبيرا حيث لا ، كثير من عزم العطالة حول باقي المحاور محاور العطالة الرئيس ي أكبر ب

 تؤثر الاضطرابات على الحركة.

 منهجية الدراسة

برمجة الحلول التحليلية المستنتجة وتمثيل هذه الحلول  حيث تم اتبع الباحث منهجية التخطيط العلمي

 
ً
 لما هو مطلوب. وقام المعادلات نتاج الحلول العددية لنظاستوكذلك تم ، بيانيا

ً
خدام هذه المنهجية استتم  دوفقا

 المنشودة من الدراسة جالنتائإلى  لات المتصلة ووصف ما يترتب عليها للوصول داتحليل العديد من المع لدورها في

 خطوات الدراسة

 :3lتحليل الحركة المغزلية السريعة لجسم متماسك في وجود العزم الجيروسكوبي  3-1

 معادلات الحركة وتغيير المتغيرات: 3-1-1

يتحرك و  ؛ سطح القصور الناقص ي اختياري  Oمثبت في نقطة واحده ، Mنعتبر جسم متماسك له الكتلة 

)يقع في الاتجاه السفلي للمحور الثابت  الذي 1Oتحت تأثير مجال قوة نيوتوني مركزي ينشأ من مركز الجذب  )OZ 

عند  dmنعتبر عنصر  .zحول المحور  3lفي وجود مركبة متجه عزم جيروسكوبي  Oةالمار خلال النقطة الثابت

)النقطة  , , )p x y z  ويقع على مسافة  من نقطة الأصلO وr  1من النقطةO.  (1) انظر الشكل. 
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 سهلي (4) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 (:Miyazaki et al. ،2008المعادلات التفاضلية العامة للخحركة وتكاملاتها الأولية هي )

1 1

1 3 0 0 1( ) ,
dp

A qr qA MgA y z NA
dt

            l   (1.1.1)

1 1

1 3 0 0 1( ) ,
dq

B pr pB MgB z x NB
dt

          l  (1.1.2) 

1

1 0 0 1( ) ,
dr

C pq MgC x y NC
dt

                              (1.1.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مركبات القوة في الحركة المغزلية (1)شكل 

                   (1.1.4-6) , , ,
d d d

r q p r q p
dt dt dt

  
     

 
         

1 1 1 2

3
, , , ,

C B A C B A g
A B C N g

A B C R R

   
     

 
 

 ة:تها الأوليوتكاملا
2 2 2 2 2 2

0 0 0

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) ,

Ap Bq Cr Mg x y z N A B C

Ap Bq Cr Mg x y z N A B C

     

     

          

           
 

 (3.1.7)    2 2 2

3 0 0 0 0 0 3 0( ) ( ) , 1 .Ap Bq Cr Ap Bq Cr                     l l 
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 سهلي (5) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

,حيث  ,A B C  عزوم القصور الرئيسية للجسم مع اعتبار
0x ،

0y و
0z  هي احداثيات مركز الكتلة في

)م الاحداثيات المتحرك نظا )Oxyz ، ،  و   هي جيوب التمام الاتجاهية للمحور الثابت في الاتجاه السفليZ 

)في الهيكل الثابت في الفراغ  )OXYZ ،p ،q وr  هي مساقط متجه السرعة الزاوية للجسم على المحاور

، 0pو ؛O1معامل الجذب للمركز  1O ،مركز الجذب إلى  Oثابتةهي المسافة من النقطة ال R، الرئيسية للقصور 

0q ،0r ،0 ،0  0و   للمتغيرات ةهي القيم الابتدائية المناظر.  

وهذا  0rبسرعة زاويّة عالية  zعتبار دوران الجسم عند اللحظة الابتدائية حول محور كذلك نأخذ في الا 

0المحور يصنع زاوية  / 2n   حيث( 0,1,2,...)n   مع محورZ. نختار الجزء الموجب ، بدون فقد للعمومية

 للقيد على  .Zلتفادي الزاوية المنفرجة مع اتجاه محور بطريقة ما  xوالمحور  zللمحور 
ً
واختيار النظام  0طبقا

 :الاحداثي نحصل على

0 00 , 0 1                         (1.1.8) 

 :نعرف البارامترات الآتية ) نعتبر البارامترات (

   

02

0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

, , ,

, , , ,

cA B Mg
a b c

C C C r

x x y y z z x y z





   

       

l

l l l l                 (1.1.9) 

 كذلك ندخل متغيرات جديده ، كبيره 0r، هو البارامتر الصغير حيث 

2

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0

, , , / ,

, , , / .

p c p q c q r r r k N c

t r

 

         

    

        

                        (1.1.10) 

 :تصبح، (1.1.7)وتكاملاتها (6-1.1.1)في المعادلات  (1.1.10)وبالتعويض من

1 1 1

1 1 1 1 0 1 3 0 1 0 1 1 1 1( )p A q r A r q a y z kaA                & l         (1.1.11) 

   1 1 1

1 1 1 1 0 1 3 0 1 0 1 1 1 1( ) ,q B p r B r p b z x kbB              & l (1.1.12) 

2

1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1( ) ,r C p q x y kC           & (1.1.13)           

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ( ) (. / )r q p r q p d d                       & & &   (1.1.14-16) 

 و

  2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 1 01 , 1 , ( ) ,r S r S                         (1.1.17-19)   

 حيث 
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 سهلي (6) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 
2 2 2 2

1 10 1 10 1 0 10 1 0 10 1 0 1

2 2 2 2 2

10 1 10 1 1

2 10 10 1 1 10 10 1 1 1 3 0

( ) ( ) 2[ ( ) ( ) (1 )]

[ ( ) ( ) (1 )],

( ) ( ) (1 ) , /( ).

S a p p b q q x y z

k a b

S a p p b q q Y Y Cc

    

    

     

              

       

          l

 

 :نظام شبه خطي لا يعتمد صراحة على الزمنإلى  اختزال معادلات الحركة 3-1-2

يمكن التعبير عن المتغيرات ، 1.1.17). (18 من المعادلات 
1r و

1  في الشكل التالي: 

2 2

1 1 0 1 1

2 2

1 2 1 0 1 1

1
1 [ 2 (1 ) (1 )] ... ,

2

1
1 [ 2 (1 ) (1 )] ... .

2

r S z k

S S z k

  

    

        

          

      (1.1.20) 

معادلتين إلى  لاختزال المعادلات الأربع الباقية (1.1.20)نستخدم و  (1.1.14)و (1.1.11)نفاضل المعادلات 

 :ثانيةتفاضليتين من الرتبة ال



2 1 1 1 2 1

1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 2 2 1 2

1 1 0 3 1 1 1 0 2 1 1 1 1 1 1

1 1 2

0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1

{ ( ) ( ) [ ( )

] } [

( ) ( ) ] [ (1 )

(1 ) (1

p p z a A b A b x k A b x z

kB A r p S A b x S A C p q A q

x y a y q p a z p A k p

q C S B

     

  

    

 

   

  

 

           

     

            

   

&&

l



1 1 1

1 0 3 1 1 1

2 1 1 1

1 0 1 1 0 3 0 1 1 2

3 1 1 2

0 1 1 1 0 1 1

1 1 1 2

0 3 1 1 0 1 0 1 1

1

1

1
) ] ( )

2

[ 2 (1 ) (1 )] ( )

1
( ) [ 2 (1 ) (1 )]

2

1
( )[ 2 (1 ) (1 )]

2

(2

r p A B A B

S z k A r b x kB S

z a A b S z k

A r kB b x S z k

kA a



  

   

  

  

  

 

  



 

         


        



        

 

l

l

l

0 1 2) ... ,z p S 

  (1.1.21)   

  
1 1 2

1 1 1 0 3 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1

2 1 1 2 2

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

3 1 1

0 1 0 1 2

[(1 ) ] [ (1 ) (1 )

( ) ( ) ]

[2 ( 2 )] ... .

B B r p S B p S C p q

x x b y z b q k C B

b x b z kB S

     

    

 

 

 

 

         

             

    

&& l

             (1.1.22) 

 :حيث
2

1 1

2 2 1 1 1

1 1 0 3

( )( ) / ( 1)( 1) / ,

( ) .

A B A C B C AB a b ab

A B A B r



    

       

    l
                (1.1.23) 

 ، تكون كبيره 0rهنا 
ً
2أيضا

0r
 ،3

0r
. ، نحصل على ، (1.1.14)و (1.1.11)دلات بحل المعا .الهاهمإ.. يمكن

1q 1و  في الشكل التالي: 
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 سهلي (7) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 3 1 1 0 1 0 1 1 1(1 ...)[ ( )]q A r A A r r p a y z kaA                      &l  (1.1.24) 

1

1 1 1 1 1( ) ,r q      &   

1و 1rالذي فيها   نحصل على نظام ، (3.1.22)و (1.1.21)في  (3.1.24)بالتعويض عن  .(3.1.20)بدلت بـ است

1شبه خطي لا يعتمد صراحة على الزمن ذو درجتي حرية يعتمد على  1 1 1 10 10 10, , , , , ,p p p p  & &  .&10و &

 :2 (Miyazaki et al., 2008)و 2pنعرف متغيرات جديده 

2 1 1 2 2 1 2, ,p p p                                    (1.1.25) 

 :حيث
2 1 1 1 2 1 1 1

0 1 0 3 1 0 3

2 1 1 1 2 1 1 1

1 0 1 1 0 1 0 3

( ) ( ) , (1 ) [1 ],

(1 ) [ ( ) ( ) ( ) ].

x b A A r B B r

z a A b k A b z kB A r

   

  

     

     

       

         

l l

l
        (1.1.26) 

في حدود متسلسلة القوى  2Sو 1Sنحصل على التعابير التالية لـ  (1.1.24)و (1.1.20)، (1.1.25)عمال استب

 :في 

  
2

1 22 ... ,i

i i iS S S                               (1.1.27) 
2 2 2 2 2

11 20 2 20 2 0 20 2 0 20 2

2 2 2 2

20 2 20 2

2 1

12 20 2 1 20 20 2 2 0 20 2

2 20 20 2 0 20 2 0 2 20 2

0

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

[ ( ) ( )] ,

[ ( ) ( )] [ ( )

( )] ( ) ( )

( )

S a p p bX p p x y

k a b

S a p p p p bX a y p p

p p x p p y p p

z k S

   

   

   

    



        

   

     

      

 

& & & &

& &

& &

& & && & &

21 20 20 2 2 2 20 20 2 2[ ( ) ( )]k a p p b p p        & & &&

حيث              

21 20 20 2 2 20 20 2 2

2 2 2 2 2 2

22 20 2 20 2 1 20 2 2 20 2

1 2 2

0 20 2 2 20 2 21

( ) ( ),

[ ( ) ( ) ( )] [ ( )

( ) ( )] ,

S a p p bX p p

S a p p bX p p

a y Y S

   

       

    

   

        

    

& & &&

& &

& & & &

      (1.1.28) 

 :حيث

(1.1.29) 1 1 1 1 1

1 1 0 3 2 1 0 1 2(1 ) , , .X A A A r a z kA X              l  

 إلى: تؤدي (1.1.27)و (1.1.20)الصيغ 

2 3

1 11 12 0 21 21

2 3

1 21 22 11 12 0 21 21

1
1 ( ) ... ,

2

1
1 ( ) ... .

2

r S S z S kS

S S S S z S kS

 

   

     

 
         

                 (1.1.30) 



 م 2019 مارس ــ الثالثالمجلد  ــالأول العدد  ــالمجلة العربية للعلوم ونشر الأبحاث  ــيعية والحياتية والتطبيقية الطبمجلة العلوم 

 

 سهلي (8) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

1و 1qالمتغيرات ، 2و 2p ةفي حدود المتغيرات الجديد  لها الشكل التالي         

1 2 1

1 2 0 2 2 1 0 2 2

1 1

1 11 2 1 2 0 21

2 1

1 2 2 2 0 2 2 21 2 11 2

( ) [ ( )

1
( ) ] ... ,

2

1
( ) ... .

2

q Xp X a y X kA a z p

X A S p X kA a y S

p X a y S p S

    



      

 

 



      

 
     

 

 
        

 

& & &

& &

& & & & &

(1.1.31) 

نحصل على  ،(3.1.22)و (1.1.21)في  (1.1.31)و (1.1.30)، (1.1.28)، (1.1.27)، (1.1.25)بالتعويض عن 

 نظام شبه خطي لا يعتمد صراحة على الزمن ذو درجتي حرية كالتالي:
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , , , ) , ( , , , , ) ,p p F p p p p              && & & && & &   (1.1.32)   

 حيث

 2 3 2 3... , ... ,F F F           

 

2 2

2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 2

3 2 1 2 1 1 2 3 3 2 1 2

2 1 2 2 1

2 11 2 1 0 21 2 2 1 1 2 2 0 2 2 1

1 2

2 0 0 2 1 2 2 1

(1 ) , (1 )( ) ,

(1 )( ) , (1 ) ,

( ) ( )

( ) (1 ) ( 1)

F f p

F f f p

f S p A x b S X p A C X p p y X p A a

a p z y A k p C X

        

            

  

 

 



       

         

       

      

&& & &

& &
2 2 2 1 21 2

1 1 1 1 1

0 3 2 1 1 11 0 1 2 21

(1 )

1
[2 ( ) ( ) ] ,

2

p B S

r p A B A B S A b x kB S

  

    

 

   

&&

l

 

 





2 2 1 2 2

3 2 12 1 2 11 0 0 2 1 1 2

2 1 1

2 1 0 22 1 2 0 2 2 0 2 2 2 0 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 21 2 22 2

1 1

0 1 2

2 ( ) ( ) [

(1 )] ( ) [ ( )

2 ] ( )( 1) (1 )( )

1
( )

2

f p S S a z y A C X p

k A b x S A Xp x p y p p p a y

A k Xp p p C B S p S

z a A b

     

    

      





 

 

        

         

      

 

& &

& & & &

& & & &



1 1

11 1 0 2 21 0 2 2

1 2

1 1 2 2 0 2 0 2 1 2 2 1

1 1 1

0 3 1 1 2 12 0 21 21 1 2 11

1 1

0 1 2 22

1 1

1 21 2 1 2 0 11

(2 ) ( )

[ (2 ) ( ) (1 )]

1
( )[2 ( ) ( ) ]

2

2 [( )

] ( )

S kA a z p S X a y

A C Xp p x y A a C

r A B A B p S z S kS S

A b x kB S k

B S p A kB b x S

 

   

  



 

 



  

 

 

    

       

     

  

 

&

& & &

l

] ,

 




1 2 2

2 1 21 1 2 2 2 0 2 1 2 1

1 2 2

0 2 0 2 11 2

1

3 1 2 22 1 2 21 1 0 2 2 2 2

0 2 2 2 1 2 2 2 12 2 11 0 2 2 2

0

[(1 ) (1 ) ] ( ) [ ( )

] ,

(1 )[ ( ) ] (1 ) ( )

[ ( ) ] 2 2

(

B S C X p p x b k C B

y z b X p S

B p S S X C a y p

p p p S p S x p

y

   

 

      

        









       

    

      

     



&& & &

& &

& &

& & & &&

1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 0 2 0 2 2 2 2

2 1 1

1 2 2 2 2 1 2 1 2 0 0 1 2 21

) ( ) 2 ( )

[2 ( ) ] [2 ( 2 ) ] .

p p p b z X p X a y p

k C p C B p b x b z kB S

     

     

 

 

     

      

& & & & &

&& &

             (1.1.33) 
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 سهلي (9) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 في الشكل التالي: (19-1.1.17)حصول على تكامله الأولي من يمكن ال (1.1.32)النظام 

    (1.1.34) 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 21 2

1 2 2

0 2 2 21 2 2 2 11 22 0

2 ( ) [ 2

( ) (1 ) 2 ] ... ( ) 1.

p p S p X

a y S p S S

       

     

     

         

& &&

& & & &  

Aهدفنا أن نجد الحلول الدورية لهذا النظام تحت الشروط  B C  أو A B C  (2 .)موجب

بينما في الحالة ، بالنسبة للمحور الأكبر لسطح القصور الناقص ي 0rجسم يدور بسرعة ابتدائية ال، في الحالة الأولى

 .بالنسبة للمحور الأصغر لسطح القصور الناقص ي 0rالثانية الجسم يدور بسرعة ابتدائية 

 :صيغة بناء الحلول الدورية 3-1-1

 :لا يعتمد صراحة على الزمن فالشروط التالية (1.1.32)نظام حيث أن ال

2 2 2(0,0) 0 , (0,0) 0 , (0, ) 0,p p    & &  (1.1.35) 

 هو (1.1.32)لا تؤثر على عمومية الحلول. النظام المولد لـ 
(0) 2 (0) (0) (0)

2 2 2 20 , 0 ,p p     && &&  (1.1.36)   

 والذي نفترض أن له الحلول الدورية في الشكل التالي:
(0) (0)

2 1 2 2 3cos sin , cos ,p M M M          (1.1.37) 

0بدورة  2T n. iM  (1,2,3)لكلi  نفرض أن الحلول الدورية المطلوبة  .ثوابت يمكن تعيينها

 في الشكل التالي:
ً
 للنظام الابتدائي المستقل ذاتيا

2 1 1 2 2

2

2 3 3

2

( , ) ( )cos ( )sin ( ) ,

( , ) ( )cos ( ) ,

k

k

k

k

k

k

p M M G

M H

         

      









     

  




        (1.1.38) 

)0بدورة  ) ( )T T   .  1الكميات 2 3, ,     2تمثل انحرافات القيم الابتدائية 2 2, ,p p &  للنظام

0تتلاش ى عندما ؛ وهذه الانحرافات دوال في  (1.1.36)من قيمهم للنظام  (1.1.32) ن الشروط . نعبر ع

 بالعلاقات الآتية: (1.1.38)الابتدائية لـ 

2 1 1 2 2 2

2 3 3 2

(0, ) , (0, ) ( ) ,

(0, ) , (0, ) 0 .

p M p M

M

    

    

   

  

&

&
           (1.1.39) 

)دعنا نعرف الدوال  )kG  و( )kH  ( 2,3,...)k  بالمؤثرات 
2

2

1 2 3 12

1 2 3 1

,1
... , ,

,2

k k

k k

U G Hu u u u
U u

u g hM M M M
   

    
       

     
   (1.1.40) 

 :تعطى في الأشكال التالية khو kgحيث الدوال 

 1 1 1 1 1 1

0 0

1
( ) ( )sin ( ) , ( ) ( )sin( ) , ( 2,3).k k k kg F t t dt h t t dt k
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 سهلي (10) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 حيث 

 
2 2

2 2

0 0

1 1
( ) , ( ) .

( 2)! ( 2)!

k k

k kk k

d F d
F

k d k d
   


  

 

 

 

   

   
     

    
 

 :ولذا عندنا 2تبدأ من الحدود ذات الرتبة  (1.1.32)نلاحظ أن الأطراف اليمنى في النظام 

 
(0) (0) (0) (0) (0)

2 2 2 2

(0) (0) (0) (0) (0)

2 2 2 2

( ) ( , , , ) ,

( ) ( , , , ) , ( 2,3) .

k k k

k k k

F F p p F

p p k

  

     

  

   

& &

& &
 

(0)الآن نحاول إيجاد تعابير الدوال 

2F (0)و

k.  يمكن إعادة كتابتها في الأشكال  (3.1.37)الحلول الدورية

 التالية:
(0) (0)

2 2 3cos( ) , cos ,p E M            (1.1.41) 

 حيث 

2 2

1 2E M M  1و 2

1

tan
M

M
 . نحصل على (1.1.28)و (1.1.41)عمال ستاب: 

 

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

2 2 2 2

(0) 2 2 2 2 2 2 2

11

2

3 0 0 3 1

(0)

21 3

( , , , ) ( , 1,2) ,

1 1 1
cos sin cos 2( )

2 2 2

1
2 [ (1 cos ) sin ] (1 cos 2 ) ,

2

1
cos ( )cos[(

2

ij ijS S p p i j

S E a bX bX a

M x y kM C

S M E a b X a

 

      

  

  

 

    
            

    

     

   

& &

 

 



(0)

12 1 3

2 1

0 2 3

0 3

2

1) ]

1
( )cos[( 1) ] ,

2

[cos cos( )] [cos cos cos( )]

[sin sin( )] sin sin( )

[cos cos( )] [cos cos cos ( )]

sin s

b X a

S aE X M

bX E a y M

x E kEM a

b

 

   

         

         

          

 




 




     



      

      

       

 

 

 

(0)

0 21

(0) 2 2 2 2 2

22 3 1 3

1 2 2 2 2 2 2 (0)

0 3 2 2 3 21

in( ) ( ) ,

[cos cos ( )] (1 cos ) sin

sin [sin sin ( )] sin .

z k S

S a E M M

bX a y M E M Y S

  

        

        

   

     

       

   (1.1.42)   

 نحصل على: (3.1.33)في الصيغ  (3.1.42)و (3.1.41)بالتعويض من 
(0)

2 1 2

(0)

2 3

( )cos ( )sin ... ,

( )cos ... ,

F M L M L

M N

     

  

     

 
                       (1.1.43) 

 :حيث
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 سهلي (11) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1

2 2 2 2 2 1 2

1 2 3 0 1 3 1 0 1

1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

0 3 1 1 1 2 1 2

2

3 0 3 1

( ) [ ( ) ( ) ]

1
( ) 2 [ (1 )]

2

1
( )[ ( )

2

1
2 ] ,

2

L aM b X M M M b X A C X

M M M x k A M C z a

r A B A B aM b X M b X M M

M x kM C

    

   

 



  

        

 
          

 

     

 

l
               (1.1.44) 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1

1 2 2

3 0 0 1 3 1 1

( ) ( ) ( )[ (1 )]

2 [ (1 )] ( )].

N aM b X M M M aB X b

M x z b k M C B

  

 

        

       
                       (1.1.45) 

  :نحصل على النتائج التالية (1.1.44)و (13.1.43)، (1.1.40)من 
1

2 0 2 2 0 1

2 0 2 0 3

( ) ( ) ( ), ( ) ( ),

( ) 0 , ( ) ( ).

g T n M L g T nM L

h T h T nM N

    

 

    

 

&

&
            (1.1.46) 

1الثوابت  2,M M 3وM  الانحرافات ، (1.1.37)التي تمثل الشروط الابتدائية للحل المولد

1 2 3( ), ( ), ( )        وتصحيح الدورة  2يجب أن تعين من شروط دورية الحلول 2( , ) , ( , )p      

 هذه الشروط يمكن إعادة كتابتها في الشكل التالي: .ومشتقاتهم الأولى

1 2 0 2 2 2 0 2

3 2 0 2 4 2 0 2

( , ) (0, ) 0 , ( , ) (0, ) 0 ,

( , ) (0, ) 0 , ( , ) (0, ) 0 .

p T p p T p

T T

       

           

       

       

& &

& &
    (1.1.47) 

3ة شرط الدوري، (1.1.32)للنظام  (1.1.34)نتيجة لوجود التكامل الأولي ، على أي حال 0  غير مستقل. 

 :ةفي الصور  (1.1.34)نكتب التكامل 

(1.1.48) 

2 2

2 0 2 0 2 0 2 0 2 2 0 2 0

2 2 2 1

21 0 2 0 0 2 2 0

2

21 0 2 0 2 0 2 0 11 0

22 0

( , ) ( , ) 2 [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )] { ( , ) 2 [ ( , )

( , ) ( , )] ( , ) [1 ( , )] ( , )

2 (

T T T p T T p T

S T p T X a y T

S T p T T T S T

S T

                 

         

           



        

      

       

 

& & &

&

& & &

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1

21 2 0 2 2 21 2 2

2

2 11 22

, )} ... (0, ) (0, ) 2 [ (0, ) (0, ) (0, ) (0, )

(0, )] { (0, ) 2 [ (0, ) (0, ) (0, )] (0, )

[1 (0, )] (0, ) 2 (0, )} ... ,

p p

S p X a y S p

S S

             

          

   



    

    

   

& & &

& & &

&

 

 :على الصورة التالية (1.1.47)نحصل من المعادلات ، (1.1.39)عمال الشرط استوب

 2

3 3 3 3 1 1 2 42( ) ( , , , ) 0 .M             

,0,0,0)1و، ل المتغيراتدالة كاملة في ك 1هنا  ) 0  . 3إذا كانت 0M  ، (1.1.48)فمن الصورة 

  :نحصل على

3 1 1 2 4( , , , ),f      

,0,0,0)1، ودالة كاملة في كل السعات 1fحيث  ) 0f  .  3وبالتالي يكون الشرط 0   (1.1.47)من ،

 بتحقق الشروط الأخرى 
ً
  :يتحقق تلقائيا
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 سهلي (12) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

1 2 4 0 .                    (1.1.49) 

0لـ (1.1.34)في التكامل  (1.1.39)بالتعويض بالشروط الابتدائية   ،نحصل على المعادلة التالية: 

 2 2 2

3 3 3 3 3 1 1 02 2 ( ) ... ( ) 1.M M M M            

نفرض أن 
0  لا تعتمد على ،نحصل على: 

  2 2 2

3 3 3 3 3 1 1( ) 1 , 2 2 ( ) ... 0.M M M M                    (3.1.50) 

ونحصل على كل من 
3M و

3  ة:في الصور  (3.1.8)والشرط  (3.1.50)من المعادلات 
1

2 12
3 0 0 3

3 1 1

(1 ) ( ) , 0 ,

( ) ... ,

M M

M

 

  

     

   
                                               (1.1.51) 

0حيث    3، وتكون بارامتر اختياريM تعتمد  (1.1.38) هذا يعني أن الحلول الدورية .ثابت اختياري موجب

)3والدالة  3Mعلى ثابت اختياري  )  ، والتي تنعدم عندما هذه الخصائص لا تعتمد على  .تقترب من الصفر

وتحتفظ فقط بالحدود  في متسلسلة قوى لـ (1.1.47)تمتد ) تتوسع (الشروط المستقلة للدورية  .صورة 

2الحدود  بإهمالالخطية )  ) ،نتج:وي 

 
2 0 2 0 2

2 0 2 0 2

2 0 2 0 2

( , ) ( , ) ... (0, ) 0 ,

( , ) ( , ) ... (0, ) 0 ,

( , ) ( , ) ... (0, ) 0 .

p T p T p

p T p T p

T T

   

   

     

   

   

   

&

& && &

& && &

 

نحصل على الشروط المستقلة للدورية لـ ، في العلاقات أعلاه (1.1.39)عمال القيم الابتدائية استوب

(1.1.49) ، 

2 0 2 2 1 1

2 0 2 2 1 1

2 0 3 3

( , ) ( ) ( ) 0 ,

( , ) ( ) ( ) 0 ,

( , ) ( ) 0 .

p T M M

p T M M

T M

   

    

   

    

     

  

&

&

                                                                                  (1.1.52) 

)الدالة ، (1.1.52)والمعادلة الأخيرة في  (1.1.51)، (1.1.38)عمال استب )  :تأخذ الصورة 

  2 1

3 3 2 0 3 0( ) ( ) [ ( ) ( ) ...].M H T H T       & &          (1.1.53) 

2و 2الحدود من الرتبة  ، بإهمالوبالتالي   4نجد أننا حذفنا الحدود ذات الرتبة ، (1.1.52)في. 

 :ل على الحلول الدورية عند السعات الأساسية الصفرية أي أنسوف نحص، (1.1.39)و (1.1.35)عمال استب

1 2 0 .M M        (1.1.54) 

ول من(1.1.38)و (1.1.54)، (1.1.53)خدام استب
ُ
 2و 1نحصل على نظام يعين ، (1.1.52) في المعادلتين الأ

 :في الصورة التالية

 
1 2

2 0 3 0 2 3 3 2 0 3 0

2 1 2

2 0 3 0 1 3 3 2 0 3 0

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ...] (...) 0 ,

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ...] (...) 0 .

G T G T M H T H T

G T G T M H T H T

     

     





      

      

& &

& & & &
 

 است
ً
 إلى: النظام أعلاه يتحول ، (1.1.46)إلى  نادا
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 سهلي (13) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

1 2

2 1 1 3 0

2

1 1 1 3 0

( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ...] 0 ,

[ ( ) ( )] [ ( ) ...] 0 ,

n L N G T

n L N G T

      

     

       

     &
      (1.1.55) 

)1حيث  )L  1و( )N   1بدال استب(1.1.44)و (1.1.45)يمكن الحصول عليها من 2 3, ,M M M بـ

1 2 3 3, , M   نحصل على:، (1.1.45)و (1.1.44)، (1.1.29)، (1.1.26)، (1.1.23). بواسطة 

 2 2 2

1 1 1 2 1 0 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,L N W z W kW W                      

 :حيث

 1

1 1 2 3 0 3( ) ( )W d d d r     l   

 

1 1 1 1

2 4 5 6 7 0 3 5 6 8 9 7 10 6 7

1 1

3 5 6 11 12 0 3 5 6 13 14 11

1 1 1

10 6 11 15 0 3

2 2 1 1

4 10 1 2 0 3 1

( ) ( ) [ ( ) (1 )] ,

( ) ( ) { [ ( ) ]

( ) } ,

1
( ) , ( 1)(2

2 1

W d d d d r d d d d B d b d a d d

W d d d d r d d d d B d

b d a d d d r

a a
W d r d b a

b





  

   

 

  

 

       

     

 

   
         

l

l

l

l

2 1 1 1

2

1 1 1 1 1 2

3 4

2 1

5 6

1 1

7 8

1) ,

[ ( ) ( 1)][ ( 1)(1 ) ] ,

1
(1 )[ (1 )(1 ) ] , [1 ( 1)( 1)] ,

2

( ) [ ( 1)( 1)] , ( 1) ,

( ) (2 1)[ ( 1)( 1)] , ( ) [ ( 1)

a b

d b b a b a aA a b bB

d A a ab a b AB d a b a b

d ab ab a b d b a b

d ab b ab a b d Ab ab a

   

     

 

 

 

      

        

      

       

1 1 1

9

1 1

10

1

11

2 1 2 2 2

12 3

1

13

1

14

( 1)] ,

( ) (2 1)[ ( 1) ( 1)] ,

( ) ( 1) ( ) ( 1) ,

( ) (1 )( 1)[ ( 1)( 1)] ,

1
( ) (1 ) ( 1) ( 1)( ) ,

2

( ) ( 1)[ ( 1)( 1)] ,

( )

b

d ab b A a a B b b

d Ab a aB b

d ab b a b ab a b

d ab b b a b a b a M

d Ab a ab a b

d ab

  

 











    

   

      

 
       

 

    

 1 1

2

15 3

(1 )( 1)[ ( 1) ( 1)] ,

3
( ) ( 1).

4

b a b aA a bB b

d b b a M a

      

   

 

كبر أو المحور الأصغر لسطح القصور يجب أن يوجه على طول المحور الأ zمن الشروط التي على محور 

)1يترتب على ذلك ، الناقص ي للجسم ) 0W    لكل نفترض أن .تحت الاعتبار: 

 0 2 3 4( ) ( ) ( ) 0 .z W kW W          

هذه المفكوكات تبدأ  .نحصل عليها في شكل متسلسلة قوى في  2و 1لـ التعابير، (1.1.55)عمال استب

)الحدود الأولى في مفكوكات الحلول الدورية والكمية ، بالتالي .2بالحدود ذات الرتب الأعلى من  )   تظهر في

 :الصور التالية
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 سهلي (14) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 1 1 1 1

1 0 0 3 1 3{ ( 1) [1 ( 1) ] cos } ... ,p x a bB a r M           l                      (1.1.56) 

1 1 1 1 1

1 0 2 3 0 3 0 0 1

3 5 6 0

(1 ) { sin (1 ) [ ( )

sin [ (1 ) (2 1)]} ... ,

q a b y a M A b r y z kaA

M ad kb b d z b

  



            

     

l       (1.1.57) 

2

1 3 0 0 3 1

1
1 (1 cos ) sin (1 cos2 ) ... ,

4
r M x y kM C   

 
        

 
                (1.1.58) 

1 3 1 3cos ... , sin ... ,M M             (3.1.59 ،60) 

2 1 1

1 3 0 3 0

1 1 2 2

7 3 0 3 5 6 1

1 1 2 1 2

0 3 3 0 3 0

1 1 2 1 2

0 3 5

1 (1 ) sin (1 ) (1 cos )

1 1
(1 ) (1 cos2 ) (2 )(1 cos2 )

2 4

[ (1 ) sin ( 1) (1 cos )

1
(1 ) (1 cos2 )[ (1

2

b M y a M x

b b d M z M k abd d C

r abA b M y abB a M x

b b z M A a bd

   

 

 



 

 

    

  

       

     

      

   

l



1 2

9

1 2 1 1 1

3 13 11

1

6 9

) (2 2 1) ]

1
(1 ) (1 cos2 )[ (1 )

2

(1 )(2 1) ]] .... ,

b b b d

k b M b d aA d b

b b d d





   



  

    

   

              (1.1.61) 

2 1 1 2

3 0 0 11 0 7 6 3 1 1

1 1 1 1

0 3 8 9 6 7 0 13 14 6 11

( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) [[( ) ] [( ) ] ]} ... ,

n M x z b ab kd z d d k M C B

ab r d d d d B z d d d d B k

     

   

       

      l
          (1.1.62) 

( وليس Amer et al, 2011)و (Ismail, 2010لمدروسة في )معتبره كحالة عامة للحلول ا (62-1.1.56)حلولنا 

 .الحلول التي حصلنا عليها صحيحة لكل القيم النسبية لـ  :لها نقاط شاذه وبمعنى آخر

التي تم الحصول عليها في ، الآن نبحث عن الانحرافات بين حلولنا وكل من الحالة النيوتونية والكلاسيكية

 التجارب السابقة الانحرافات يمكن التعبير عنها في الشكل التالي: بعض

 

 

 



1 1 2 2 2 1 1 *

1 0 1 0 3 1 3

2 1 1 1 * 1 1 1

1 0 1 0 3 1 3 1 1 2 1 0 3

3

1 1 1

2 *

1 3 3 0

[ (1 ) ] ( ) cos ... ,

( ) sin [ ] ... ,

[ ] ... , [ ] ... , [ ] ... ,

( )(1 cos ) (

p x b B A r M

q y aAA r A M A A r

r o o o

aM bM y aA

      

    

    

    

     

     

       

     

     

    

V l

V l l

V V V

V



 

2 1 1

1 0 3

2 1 * 2 1 1

3 1 1 2 1 0 3

2 * 1 1

1 1 1 1 0 3

) sin

1
(1 cos2 )[ (1 ) ( ) ( ) ] ... ,

2

( ) (1 )( ) ... ,

A r

M a b b AA r

n B B r
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 سهلي (15) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

  وكذلك:

 

* **

11 1 1 1 3

1 * **

11 1 1 3 1 1 1

2 2

11 3 1

11 11

2 2

11 1 3 1

2 1 * **

3 1 1

( ) cos ... ,

( )sin ... ,

1
(1 cos2 ) ... ,

4

[ ] ... , [ ] ... ,

(1 cos2 )
4

1
(1 cos )[ (1 ) ( ) ]

2

p p M

q q A M kA

r M C

o o

k
M C

M a b kb

   

   

 

   

   

  





     

      

    

     


      




   

2 1 2 *

1 0 3 1 1 1 1

... ,

( ) [ (2 ) ( ) (1 ) ] ... ,n z b k M C B B     




         

  

 حيث: 

 
* 2 1 * 2 1 2 1 1

1 0 1 1 0 1

** 2 1 1 1

1 0 1

( ) , (1 ) [ ( ) ( )] ,

(1 ) ( ).

b A x k A z a A b

z a A b

    

 

   

  

      

   
 

 :التفسير الهندس ي للخحركة 1-1-4

سرت بإدخال زوايا أويلر ، في هذا القسم
ُ
,حركة الجسم المتماسك ف ,   ، التي يمكن تعيينها من خلال

 .((2)الحلول الدورية التي تم الحصول عليها )انظر الشكل

بـ tبدال استالحلول الدورية لا تزال دورية عند ، حيث أن النظام الابتدائي لا يعتمد صراحة على الزمن

0( )t t ، 0حيثt في الحدود التي تحتوي على الزمن ، زوايا أويلر .فتره زمنية اختياريةt ،تعطى في الصور التالية: 

2

0
0

0

cos , ,
1

tan , cos .

d p q

dt

d d
r

dt dt

  
 



  
 




 



  


                                 (1.1.63) 

)0بـ  tبدلت استالذي فيه ، (1.1.63)في  (62-1.1.56)بالتعويض عن  )t t  (1.1.10)خدام العلاقات استو ،

,نحصل على التعابير التالية لزوايا أويلر  ,  : 

 

1

0 0 0 0 3

2

0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1 0

2

0 2 0 2 0

( / 2) ... , tan ,

[ ( ) ( )] ,

cos cos [ ( ) ( )] ,

cot cos [ ( ) ( )]

tan [ ( ) ( )] ,

r t M

t t t

c ec t t t

r t c t t t

t t t

  

    

      

      

   

   

   

   

    

  

  

 حيث
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 سهلي (16) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
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  تمثيل زوايا أويلر  (2شكل )
ً
 هندسيا
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3 ويمكن اعتبار حالة خاصة من هذه الدراسة وذلك عندما يكون العزم الجيروسكوبي 0l  وسنوضح

 :هذه الحالة في البند التالي
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 سهلي (17) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
 

 الحركة المغزلية السريعة لجسم متماسك عند التردد 3-1
1

3
  و

3 0l: 

( تمت دراسة مسألة حركة جسم متماسك حول نقطة ثابتة تحت تأثير مجال جذب Amer et al, 2011في )

نيوتوني عند قيمة التردد الطبيعي 
1

3
 . ( هذا الشذوذ ظهر فيHorton et al. ،2011واختص ب )جسام مختلفة أ

خدام طريقة البارامتر الصغير لبوانكريه تم الحصول على الحلول الدورية استتي. وبتصنف حسب عزوم القصور الذا

للنظام المستقل شبه الخطي في صورة مفكوكات متسلسلات قوى حتى التقريب  –ذات سعات صفرية أساسية  –

 الثالث وتحتوي على بارامتر صغير افتراض ي. 

3وعندما  0l  في الشكل التالي (6-1.1.1)ت تصبح المعادلا: 

1

1 0 0 1( ) ,
dp

A qr MgA y z NA
dt

                                                    (1.2.1) 

1

1 0 0 1( ) ,
dq

B pr MgB z x NB
dt

                                                     (1.2.2) 

1

1 0 0 1( ) ,
dr

C pr MgC x y NC
dt

                                                      (1.2.3) 

, , ,
d d d

r q p r q p
dt dt dt

  
     

 
                           (1.2.4-6) 

 :وتكاملاتها الأولية هي
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2 2 2

0 0 0 0 0 0 , 1 .Ap Bq Cr Ap Bq Cr                                                 (1.2.7) 

 :النظام شبه الخطي التاليإلى  وهذه المعادلات تختزل 
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 حيث:
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 سهلي (18) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
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 وتكامل أولي:
2 2 2 2 2 2 1

0 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 1 2
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1 2 21 2 11 0 1 2 21 22 11

1 2 ( ) 2 (

1 1
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p p s p e A

A p s s y a A p s s s

           

  

 

  

        

 
        

 

& && & & &

& &
     (1.2.9) 

 -ذات السعات الصفرية الأساسية -لبوانكريه نحصل على الحلول الدورية وبتطبيق طريقة البارامتر الصغير 

 للنظام المستقل شبه الخطي في صورة مفكوكات متسلسلات قوى حتى التقريب الثالث وتحتوي على بارامتر صغير 

 : وتظهر الحلول في الشكل التالي .افتراض ي
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 سهلي (19) الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتوني 
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             (1.2.10) 

حيث 
jiR  (1.2.8)ثوابت يمكن تعينها بالمناظرة مع نظام المعادلات. 

 نتاج حالة جيروسكوب لاجرانج كحالة خاصة من تلك الحلول وذلك عندما:استويمكن 

 0 0

0

0 ,

, 0

A B C x y

z k

    

  l
 

: بالتالي تصبحو 
1 2

1
0 , 1,

3
      

 :التفسير الهندس ي للخحركة 1-2-1

,خدام زوايا أويلر ستاتم وصف الحركة ب ,   ، التي يمكن تعيينها من خلال الحلول الدورية التي تم

 .(1.2.10)الحصول عليها في 

بـ tبدال استالحلول الدورية لا تزال دورية عند ، حيث أن النظام الابتدائي لا يعتمد صراحة على الزمن

0( )t t ، 0حيثt (1.1.63)زوايا أويلر موضحة في العلاقة  .فتره زمنية اختيارية 

0tوبفرض اللحظة الابتدائية للزمن تماثل اللحظة  t  (1.1.63) في (3.2.10)وبالتعويض بالحلول من 

 :نحصل على
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         (3.2.11) 

*حيث الدوال 

1 2 3 1 2 1 2 0 0, , , , , , , ,          كذلك و  (1.2.10)يمكن تعيينها بالتناظر مع نظام المعادلات

ij,الثوابت  ijR R   (1.2.10)تعين بالتناظر مع. 

 المناقشة 

 التذبذبات عدد يزداد، ى المحاور الأخر  مع اسكللجسم المتم للحركات المغزلية الصغير المحور  يتزامن عندما

 مركز موضع يكون ، الرئيس ي المحور  حول  الثابت الدوران عزم فيها يوجد لا التي الحالة في. الموجات اتساع ويقل

  الجذب
ً
 أويلر زوايا خداماستب هندسيا مثل هذه التجارب تحليل ويتم عادة. الجسم سلوك عن النظر بغض مستقلا

 على للحصول  الكمبيوتر برامج خلال من الحلول  هذه تنفيذ يتم الزمن بحيث من لحظة أي في لجسما اتجاه لوصف

 .الرسومية وتوظيفها في التطبيقات الميكانيكية تمثيلاتها

 الصاتمة

في حالة وجود  الحركات المغزلية السريعة لجسم متماسك في مجال قوة نيوتونيإلى  هدفت هذه الدراسة

3وكذلك في حالة 3lالعزم  0l ،مكانية إدخال المركبة إإلى  وبتطبيق المعادلات الرياضية اللازمة توصلت الدراسة

نتاج تأثير الدوران هذا على الجسم وكذلك تفسيره استعلى حركة الجسم و  3lالثالثة لمتجه العزم الجيروسكوبي 

 تم علاج جميع الحالات الشاذة التي ظهرت في الأبحاث السابقة التي توقفت عند تفسير الحركة عند  .الهندس ي
ً
أيضا

 ، مرحلة معينة
ً
نتاج جيروسكوب لاجرانج كحالة استوقد تم في هذه الدراسة تفسير الحركة بشكل كامل. وأمكن أيضا

 من الحلول التي تم الحصول عليها.
ً
  خاصة جدا
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The Motion of a Rigid Body in the Presence of a Gyrostatic Momentum in Cases of 3l  and 3 0l 

Abstract: In this study ،the rotational motion of a rigid body about a fixed point in the Newtonian force field with a 

gyrostatic momentum 3l  about the z-axis is considered. The equations of motion and their first integrals are obtained and 

reduced to a quasi-linear autonomous system with two degrees of freedom with one first integral. Poincare's small 

parameter method is applied to investigate the analytical periodic solutions of the equations of motion of the body with 

one point fixed ،rapidly spinning about one of the principal axes of the ellipsoid of inertia. A geometric interpretation of 

motion is given by using Euler's angles to describe the orientation of the body at any instant of time. 

Keywords: Euler’s Equations ،Rigid Body Motion ،Perturbation Methods ،Perturbing Moments ،Gyrostatic Moment ،

Newtonian Field. 

 

 


