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Abstract: In this paper, we talk about Heisenberg group, the most known example from the lie groups.�After that, we 

discuss the representation theory of this group, and the relationship between the representation theory of the Heisenberg 

group and the position and momentum operators that shows how we will make the connection between the Heisenberg

group and physics.

we have considered only the Schrö dinger picture. That is, all the representations we considered are realized on the Hilbert 

space 𝐿2(ℝ𝑛).  we define the group Fourier transform on the Heisenberg group as an operator valued function, and other 

facts and properties.

In our research we depended on new formulas for some mathematical concepts such as Fourier Transform and 

Weyl transform�.

The main aim of our research is to introduce the Paley_ Wiener theorem for the Fourier transform on the Heisenberg group. 

We will show that the classical Paley_ Wiener theorem for the Euclidean Fourier transform characterizes compactly 

supported functions in terms of the behavior of their Fourier transforms.�And we are interested in establishing results for the�

group Fourier transform and the Weyl transform.

Keywords: Heisenberg group, The Schrödinger Representations, The Group of Fourier Transform, Weyl transform, 

Paley_ Wiener theorems.  

 على زمرة هايزنبرغ _مبرهنات بالي 
ً
وينر لتحويل فورييه اعتمادا

 سهى علي سلامة

 سوريا || جامعة البعث || كلية العلوم

خص:
ّ
 إلى العلاقة ، عرّفنا في بحثنا هذا زمرة هايزنبرغ المل

ً
 من زمر لي. ثمّ ناقشنا نظريّة التمثيل لهذه الزمرة، إضافة

ً
وهي الزمرة الأكثر شهرة

 زياء.ومؤثرات كميّة الحركة والموضع. وهذا ما يُبيّن لنا كيفية تحقيق الترابط بين زمرة هايزنبرغ والفي، بين نظريّة التمثيل لزمرة هايزنبرغ

التي تعتبر أنّ جميع التمثيلات التي نفرضها تتحقق على فضاء هيلبرت ، Schrödinger وسنأخذ في بحثنا هذا بوجهة نظر شرودنجر

𝐿2(ℝ𝑛).إلى مفاهيم أخرى ذات أهميّة في الأبحاث المشابهة 
ً
عرّف زمرة تحويل فورييه على زمرة هايزنبرغ. إضافة

ُ
 . ثمّ ن

 وقد اعتمدنا في بحثنا هذا على صيغ جديدة لبعض المفاهيم الرياضيّة مثل تحويل فورييه وتحويل وايل. 

بيّن أنّ مبرهنة Paley_ Wienerإنَ الهدف الرئيس من بحثنا هذا هو تقديم مبرهنة 
ُ
 لأجل تحويل فورييه على زمرة هايزنبرغ. وسوف ن

Paley_ Wiener ميّز الدوال ذات الدعامة المتراصّة من خلال سلوك تحويل فورييه لها. وسنهتم التقليديّة لتحويل فورييه الت
ُ
قليدي، ت

 بإنشاء النتائج لأجل زمرة تحويل فورييه، وتحويل وايل.

 وينر. _تمثيلات شرودنجر، زمرة تحويل فورييه، تحويل وايل، مبرهنات بالي زمرة هايزنبرغ،الكلمات المفتاحيّة: 

https://doi.org/10.26389/AJSRP.S211019
https://www.ajsrp.com/
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 المقدّمة:

 بما يصفه علماء الرياضيات بنظريّة تمثيل الزمر. وفي يرتبط 
ً
 وثيقا

ً
الإطار الرياض ي لميكانيكا الكم ارتباطا

وذلك كنتيجةٍ للعلاقة ، ونعمل من خلال بعض الأنواع من الزمر، بحثنا هذا سندرس هذه الفكرة ببعض التفصيل

ه عندما يكون لدينا جملة كموميّة فيزيائيّة والتي ببساطة تدور ، الأساسيّة بين ميكانيكا الكم ونظرية التمثيل
ّ
حول أن

فإنّ فضاء الحالة لهذه الجملة سيكون كما التمثيل الواحدي للزمرة المؤثرة عليها. وهذا يعني أنّ ، 𝐺تؤثر عليها زمرة 

 حول فضاءات الحالة الميكانيكية الكموميّة عندما تؤثر زمرة ما 
ً
قدّم معلوماتٍ مهمّة

ُ
على هذه الجملة نظرية التمثيل ت

 [16] ،[14] ،[4]الفيزيائية. 

 للغاية لدراسة التمثيلات الواحدية.
ً
 مثمرا

ً
 وبذلك تصبح الفيزياء بالنسبة لعلماء الرياضيات مصدرا

العلاقة الوثيقة بين هذا  1870عام  Sophus Lieكانت بداية ظهور بنية زمر لي عندما لاحظ عالم الرياضيات 

عادلات التفاضليّة. ثمّ تمّت الملاحظة بأنّ الموّلدات لزمر لي المؤثرة على فضاءاتٍ وحلول بعض الم، النوع من الزمر

 لها الصيغة نفسها التي تتميز بها الدوال الخاصّة.، مناسبة

وإنّ موضوع دراستنا في هذا البحث هو التحليل ، ومن الأمثلة عن زمر لي عديمة القوى نجد زمرة هايزنبرغ

حيث عرّفنا تمثيلاتٍ واحدية على زمرة هايزنبرغ واستخدمنا هذه التمثيلات في حل بعض  التوافقي على هذه الزمرة

 [16] ،[6] ،[4]مسائل التحليل واعتمدنا على ما توصلنا إليه في إثبات مبرهنات بالي_ وينر الشهيرة. 

 مشكلة البحث:

المختلفة لميكانيكا الكم. وقد إنّ زمرة هايزنبرغ تدخل في العديد من المجالات التطبيقيّة بما في ذلك الجوانب 

 Weylفي حين أطلق عليها علماء الفيزياء اسم ) زمرة وايل ( ، سُمّيت هذه الزمرة عند علماء الرياضيات بزمرة هايزنبرغ

group في زمر لي عديمة القوى 
ً
عتبر هذه الزمرة الأكثر شهرة

ُ
 في العديد من فروع الرياضيات، . هذا وت

ً
 مهمَا

ً
، وتلعب دورا

 في الحصول ، المعادلات التفاضليّة الجزئيّة، نظريّة التمثيل مثل
ً
 ملحوظا

ً
قدّم توسعا

ُ
 إلى أنّها ت

ً
ونظريّة الأعداد... إضافة

 [16]على نتائجٍ مهمّةٍ في التحليل التوافقي الإقليدي. 

ة 
ّ
ζينسحب بمقدار  ℝ𝑛على  𝑓لنفرض أنّ تحويل فورييه لدال ∈ ℝ𝑛 ،:وذلك بالصيغة 

ℱ𝑓(𝜉 + 𝜁) = (2𝜋)− 
𝑛
2∫

ℝ𝑛ℯ−𝑖𝑥(𝜉+𝜁)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
ة ذات دعامة متراصّة 𝑓تتحقق عندما تكون  Paley_ Wienerإنّ مبرهنة 

ّ
بحيث  ζهذا ويمكن أن نأخذ ، دال

 وتكون المتراجحة الآتية محققة: ، تكون قيمتها عقديّة

|ℱ𝑓(𝜉 + 𝜁)| ≤ 𝐶ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
 ثوابت. 𝐵و 𝐶حيث 

ه للحصول على مبرهنات 
ّ
يلزمنا مؤثراتٍ محدودة تؤثر في ، لأجل زمر هايزنبرغ Paley_ Wienerلذلك فإن

𝐿2(ℝ𝑛) ، ٍوتنسحب بأعدادٍ عقديةζ .[16]  

 مواد البحث وطرائقه:

اعتمدنا في دراستنا هذه على صيغ جديدة لمفهوم تحويل فورييه بالاعتماد على زمرة هايزنبرغ وتمثيلات 

 على زمرة هايزنبرغ باستخدام هذه الصيغ الجديدة _شرودنجر. ثمَ درسنا مبرهنات بالي
ً
وقمنا بإثبات هذه  وينر اعتمادا

 المبرهنات.
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هايزنبرغ هي زمرة من الانسحابات للنصف العلوي لفضاء  زمرة إنّ  [𝟏] ،[𝟓] ،[𝟏𝟎]: (𝟏)تعريف 

 بالعلاقة:ف عليها قانون التشكيل ويعرّ ، ℂ𝒏+𝟏(the Siegel upper half space)في الفضاء يجل س

 (x، y، t) (𝑢، 𝑣، 𝑠) = (𝑥 + 𝑢، 𝑦 + 𝑣، 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢. 𝑦 − 𝑣. 𝑥)) 

 .ℍ𝑛رمز لهذه الزمرة بالرمز ويُ 

ℍ𝑛 كما يتحقق أن = ℂ𝑛 × ℝ  ٍمكافئ للقانون السابق يُعطى بالعلاقة: وفق قانون تشكيل 

 (𝑧، 𝑡) (𝑤، 𝑠) = (𝑧 + 𝑤، 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. 𝑤̅)) 

 [𝟗] ،[𝟔] ،[𝟑]: (𝐑𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧)التمثيل : (𝟐)تعريف 

زمرة المؤثرات الخطيّة القابلة للعكس  ) 𝐺𝐿(𝑉)إلى الزمرة  𝐺هو تشاكل من الزمرة  𝐺للزمرة  πالتمثيل 

 .π لنعتبره كفضاء تمثيل ، هو فضاء متجهي عقدي غير صفري  𝑉حيث ، ( 𝑉على 

 [𝟏𝟕] ،[𝟑]: (𝐔𝐧𝐢𝐭𝐚𝐫𝐲 𝐫𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧)التمثيل الواحدي : (𝟑)تعريف 

  πندعو التمثيل 
ً
  تمثيلا

ً
ه لأجل كل  واحديّا

ّ
𝑔إذا تحقق أن ∈ 𝐺  فإنّ المؤثرπ(𝑔)  واحدي على 

𝑉 ،أي إذا تحققت العلاقة: 

〈𝜋(𝑔)(𝑣)، 𝜋(𝑔)(𝑤)〉 = 〈𝑣، 𝑤〉 
𝑣، 𝑤لأجل كل  ∈ 𝑉 و𝑔 ∈ 𝐺. 

 [𝟏𝟒] ،[𝟓]: (𝟒)تعريف 

𝑊طلق على الفضاء الجزئي المغلق يُ  ⊂ 𝑉  ه فضاء لا متغيّر بالنسبة
ّ
 :إذا تحققت العلاقة π لبأن

π(𝑔)𝑊 ⊂ 𝑊 
𝑔لأجل كل  ∈ 𝐺. 

 [𝟑]: التمثيل غير القابل للاختزال: (𝟓)تعريف 

ه غير قابل للاختزال إذا لم يتواجد أي فضاء جزئي لا متغيّر بالنسبة  πطلق على التمثيل يُ 
ّ
ومغلق  π لإن

 
ً
 نفسه.  𝑉فة إلى الفضاء إضا 𝑂أي أن يكون الفضاء الجزئي اللا متغير والمغلق الوحيد هو فقط ، تماما

 [𝟏] [𝟏𝟔] ،[𝟑] ، :(𝟔) تعريف

ℍ𝑛لتكن  = ℂ𝑛 × ℝ :زمرة هايزنبرغ المزودّة بقانون التشكيل الآتي 

(𝑧، 𝑡) . (𝑤، 𝑠) = (𝑧 + 𝑤، 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. 𝑤̅)) 

لد بـ  𝔥𝑛إن جبر لي الموافق  2𝑛)يوَّ +  حقل متجه معطاة بالشكل: (1

;  𝑗 = 1، 2، … ، 𝑛 𝑋𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
−

1

2
𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 
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;  𝑗 = 1، 2، … ، 𝑛 𝑌𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑦𝑗
+

1

2
𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 

𝑇 = 𝑖 
𝜕

𝜕𝑡
 ;  𝑖 = √−1  

 المعرّف بالشكل: ℒلذلك يسمّى المؤثر 

ℒ = − ∑(𝑋𝑗
2 + 𝑌𝑗

2)

𝑛

𝑗=1

 

 مؤثر لابلاس الجزئي )أو اللابلاس ي الجزئي( أو لابلاس ي هايزنبرغ.

λالذي يتم بواسطة الأعداد الحقيقيّة  (the infinite representationsلنأخذ التمثيل اللانهائي) ≠ كما  0

 يلي:

𝜋𝜆 (𝑧، 𝑡) φ(𝜉) = ℯ𝑖𝜆𝑡ℯ
𝑖𝜆(𝑥.𝜉+

1
2

𝑥.𝑦)
φ(𝜉 + 𝑦) 

φو ذلك من أجل كل  ∈ 𝐿2(ℝ𝑛):وهنا يكون . 

𝜋𝜆 (𝑧، 𝑡) 𝜋𝜆 (𝑤، 𝑠) = 𝜋𝜆 ((𝑧، 𝑡) . (𝑤، 𝑠)) 
𝜋𝜆كما أن  (𝑧، 𝑡)  مؤثر واحدي على𝐿2(ℝ𝑛) ّوبعبارة أخرى إن .𝜋𝜆 (𝑧، 𝑡)  هو تمثيل واحدي للزمرة

ℍ𝑛  على𝐿2(ℝ𝑛). 

 [𝟏𝟔]: (𝐅𝐨𝐮𝐫𝐢𝐞𝐫_ 𝐖𝐢𝐠𝐧𝐞𝐫 𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐟𝐨𝐫𝐦)تحويل فورييه_ ويغنر : (𝟕) تعريف

،φبفرض   𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ،ة
ّ
 :نعرّف الدال

𝑉𝜑 (𝜓، 𝑧) = (2𝜋)−
𝑛
2 (𝜋(𝑧)𝜑، 𝜓) (1.1) 

 .𝜓و φ لو التي تسمّى تحويل فورييه_ ويغنر 

  [𝟏𝟐] ،[𝟏𝟎] ،[𝟖] :(𝟖) تعريف

𝜋𝜆 لنضع: (𝑧، 𝑡) = ℯ𝑖𝜆𝑡𝜋𝜆(𝑧) 

𝜋𝜆(𝑧) حيث: = 𝜋𝜆 (𝑧، 0) 

  و لنُعرّف:

𝑓𝜆(𝑧) = ∫ ℯ𝑖𝜆𝑡𝑓 (𝑧، 𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 (2.1) 

 .𝑡بالمتغير  𝑓 لبأنّه تحويل فورييه العكسي 
 و بالتالي تنتج العلاقة: 

[8] 𝑓(𝜆)φ = ∫
ℂ𝑛𝑓𝜆(𝑧)𝜋𝜆(𝑧)φ𝑑𝑧 (2.2)  

 و بالتالي يمكننا تشكيل مؤثرات بالشكل: 

[7، 12] 𝑊𝜆(𝑔) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧)𝜋𝜆(𝑧)𝑑𝑧 (2.3) 
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 .ℂ𝑛لدوال مُعرّفة على 

λو عندما  = نا ندعو هذه المؤثرات تحويل وايل ، 1
ّ
ونرمز له بالرمز  (Weyl transform)فإن

𝑊(𝑔). 

 
ً
 من  π(𝑧)و نكتب أيضا

ً
 .𝜋1(𝑧)بدلا

 و بالتالي نحصل على العلاقة:

𝑊(𝑔)𝜑(𝜉) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧)𝜋(𝑧)𝜑(𝜉)𝑑𝑧 (2.4) 

 [𝟏𝟔 ،𝟏𝟑]دوال هرميت:  :(𝟗) تعريف

𝑘لأجل ، لنبدأ بتعريف كثيرات حدود هرميت = 0، 1، 2، … … 𝑡و  ∈ ℝ ، عرّف كثيرة حدود هرميت
ُ
ن

𝐻𝑘(𝑡) :بالمعادلة 

𝐻𝑘(𝑡) = (−1)𝑘ℯ𝑡2
 

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
{ℯ−𝑡2

} (3.1) 
عرّف بالشكل:

ُ
 عندئذٍ فإنّ دوال هرميت المنظمة ت

ℎ𝑘(𝑡) = (2𝑘√𝜋𝑘!)
− 

1
2𝐻𝑘(𝑡)ℯ− 

1
2

𝑡2

 (3.2) 
ل قاعدة متعامدة منظمة في الفضاء 

ّ
شك

ُ
 .𝐿2(ℝ)إنّ هذه الدوال ت

وبالتالي  ويتم الحصول عليها بأخذ جداءات تنسوريّة.، Φ𝛼يُرمز لدوال هرميت ذات الأبعاد العليا بالرمز 

αلأجل أي دليل متعدّد  = (α
1

، α
2

، … ، α
𝑛

𝑥ولأجل  ( ∈ ℝ𝑛 ،:عرّف
ُ
نا ن

ّ
 فإن

Φ𝛼(𝑥) = ∏ ℎ𝛼𝑗
(𝑥𝑗) ; 𝑥 = (𝑥1، 𝑥2، … ، 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛

𝑛

𝑗=1

 (3.3) 

 . 𝐿2(ℝ𝑛)قاعدة متعامدة للفضاء  {Φ𝛼}و عندئذٍ تكون 

 دوال هرميت الخاصّة:  :(𝟏𝟎) تعريف

،αلأجل كل   𝛽 ∈ ℕ𝑛 ،و𝑧 ∈ ℂ𝑛 :عرّف دوال هرميت الخاصّة بالشكل
ُ
 ن

Φ
α،  𝛽

(𝑧) = (2𝜋)− 
𝑛
2∫

ℝ𝑛ℯ𝑖𝑥.𝜉Φ𝛼 (𝜉 +
𝑦

2
) Φ𝛽 (𝜉 −  

𝑦

2
) 𝑑𝜉 (3.4) 

Φو بالتالي نجد أنّ  α،  𝛽(𝑧)  هي تحويلات فورييه_ ويغنر لدوال هرميتΦ𝛼  أي إنّ:، Φ𝛽و 

Φ
α،  𝛽

(𝑧) = 𝑉 (Φ𝛼، Φ𝛽) (𝑧) 
 يمكننا التعبير عن دوال هرميت الخاصّة بالاعتماد على مفهوم دوال لاجير. :(𝟏) ملاحظة

 [16 ،13]لدينا الصيغة:

Φ
α،  𝛼

(𝑧) = (2𝜋)− 
𝑛
2 ∏ 𝐿𝛼𝑗

(
1

2
|𝑧𝑗|

2
) ℯ−

1
4

|𝑧𝑗|
2

 

𝑛

𝑗=1

 (3.5) 

 .0هي كثيرة حدود لاجير من المرتبة  𝐿𝑘(𝑡)حيث 
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𝛼تجدر الإشارة إلى أنّ كثيرة حدود لاجير من المرتبة  > عرّف بالعلاقة:، 𝑘والدرجة  1−
ُ
 ت

𝐿𝑘
𝛼(𝑡)ℯ−𝑡𝑡𝛼 =

1

𝑘!
(

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑘

(ℯ−𝑡𝑡𝑘+𝛼) (3.6) 
 حيث إنّ:

𝐿𝜇
𝑚(𝑧) = ∏ 𝐿𝜇𝑗

𝑚𝑗
(

1

2
|𝑧𝑗|

2
)

𝑛

𝑗=1

 (3.7) 

 [𝟏𝟔]: (𝟏)مبرهنة 

ن   محققتين:إنّ العلاقتين الآتيتيَّ

Φ
𝜇+𝑚، 𝜇 = (2𝜋)− 

𝑛
2 (

𝜇!

(𝜇 + 𝑚)!
)

1
2

(
𝑖

√2
)

|𝑚|

𝑧̅𝑚𝐿𝜇
𝑚(𝑧)ℯ− 

1
4

|𝑧|2  

Φ
𝜇، 𝜇+𝑚

= (2𝜋)− 
𝑛
2 (

𝜇!

(𝜇 + 𝑚)!
)

1
2

(
−𝑖

√2
)

|𝑚|

𝑧𝑚𝐿𝜇
𝑚(𝑧)ℯ− 

1
4

|𝑧|2  

 النتائج:

 على زمرة هايزنبرغ ساهم  إنّ 
ً
وصولنا للصيغ الجديدة لبعض المفاهيم الأساسية في التحليل الرياض ي اعتمادا

 العديد من المرهنات الشهيرة المرتبطة بهذه المفاهيم.بشكلٍ كبير في إثبات 

 المناقشة:

 لنفرض تحويل وايل
ً
𝑓إذا كانت ، أولا ∈ 𝐿2(ℂ𝑛) ، ّنا نعلم أن

ّ
 فإن

ً
هو مؤثر هيلبرت_  𝑊(𝑓)عندئذ

 شميث. 

ξلأجل  = (𝜉′، 𝜉′′) ∈ ℝ2𝑛 ،:لنضع 
U(𝜉) = 𝜋(𝜉′ + 𝑖𝜉′′) 

𝑓والآن لأجل كل  ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ، بالشكل:لنُعرّف تحويل فورييه_ وايل 

 𝑓(𝜉) = U(𝜉) 𝑊(𝑓) U(−𝜉) (4.1) 
 هي مؤثرات واحدية. U(𝜉)حيث 

𝑓(𝜉)نلاحظ أنّ  ∈ 𝑆2  ّلأجل كلξ ∈ ℝ2𝑛. 

التي تأخذ قيمها في  𝐹(𝜉)تتكوّن من الدوال ، تحت تحويل فورييه_ وايل 𝐿2(ℂ𝑛)عندئذٍ فإنّ صورة 

𝑆2 ،:وتحقق العلاقة 

𝐹(0) = U(−𝜉) 𝐹(𝜉) U(𝜉) 
من الدوال  ℝ2𝑛 لوالذي عناصره هي مقصورات ، للفضاء الجزئي لهذه الصورة 𝐸0والآن لنرمز بالرمز 

 .𝑆2الصحيحة من النوع الأس ي التي تأخذ قيمها في 

𝐹وهذا يعني أنّ  ∈ 𝐸0 :إذا وفقط إذا تحققت الشروط الآتية 

 𝐹(𝜁)  ة صحيحة
ّ
 وتحقق التقدير:، 𝑆2وتأخذ قيمها في ، ζ بهي دال
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‖𝐹(𝜁)‖𝐻𝑆 ≤ 𝑐ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 

𝐵بعض الثوابت  لأجل > 0. 

  :تتحقق العلاقة𝐹(0) = U(−𝜉) 𝐹(𝜉) U(𝜉)  

ξلأجل كل  ∈ ℝ2𝑛. 

 بتبولوجيا على النحو الآتي. 𝐸0يمكن تزويد الفضاء 

𝐸́ليكن  (ℝ2𝑛، 𝑆2)  فضاء من التوزيعات ذات الدعامة المتراصّة علىℝ2𝑛 ، والتي تأخذ قيمها في فضاء

𝑇أي إنّ ، 𝑆2هيلبرت  ∈ 𝐸́ (ℝ2𝑛، 𝑆2) ، هو مؤثر خطيٍّ مستمر من𝐶∞(ℝ2𝑛)  في𝑆2 ، حيث𝐶∞(ℝ2𝑛) 

 مزوّد بتبولوجيا من التقاربات المنتظمة لجميع المشتقات على مجموعات متراصّة.

𝑇ولأجل كل  ∈ 𝐸́ (ℝ2𝑛، 𝑆2) ،:لنعرّف تحويل فورييه الموافق لها بالشكل 

𝑇̂(𝜉) = (𝑇، ℯ𝜉) 
ℯ𝜉(𝑥)حيث  = ℯ𝑖𝑥𝜉. 

تنصّ على ، والتي تأخذ قيمها في فضاء هيلبرت، للتوزيعات ذات الدعامات المتراصّة Paley_ Wienerإنّ مبرهنة  -

 [15]الآتي: 

𝑇يكون  ∈ 𝐸́ (ℝ2𝑛، 𝑆2) ، إذا وفقط إذا كان𝑇̂(𝜉) ة صحيحة من النوع الأس ي
ّ
 لدال

ً
 ، تمديدا

 وكانت العلاقة الآتية محققة:

‖𝑇̂(𝜁)‖
𝐻𝑆

≤ 𝐶(1 + |𝜁|)𝑁ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
 .𝐶و 𝐵وذلك لأجل بعض الثوابت 

𝐸́لصورة  𝐸مز بالرمز لنر  (ℝ2𝑛، 𝑆2) .تحت تحويل فورييه 

تجعل تحويل فورييه عبارة عن تشاكل تبولوجي بين ، مُزوّد بتبولوجيا قويّة 𝐸إنّ الفضاء 

𝐸́ (ℝ2𝑛، 𝑆2)  .𝐸و 

 إذا تحقق الشرطان:، 𝐹إلى  {𝐹𝑗}في هذه التبولوجيا تتقارب المتتالية 

 𝐹𝑗(𝜁) → 𝐹(𝜁) .بشكلٍ منتظمٍ على مجموعاتٍ متراصّة 

 𝐹𝑗(𝜁) و𝐹(𝜁)  تحقق التقديرات مع𝑁 و𝐵  بشكلٍ منفصلٍ عن𝑗. 

 .𝐸يتمّ من خلال التبولوجيا في الفضاء  𝐸0هذا وإنّ الحصول على تبولوجيا للفضاء 

 [𝟏𝟓]:  (𝟐) مبرهنة

 .𝐸هو فضاء جزئي مغلق من الفضاء  𝐸0إنّ الفضاء 

 الإثبات:

𝐹𝑗(𝜁)لنفرض  ∈ 𝐸0 ،و𝐹𝑗(𝜁) →  𝐹(𝜁)  في𝐸. 

𝐹𝑗(0)من التعريف واضح أنّ:  →  𝐹(0)  في𝑆2 ،:ه تتحقق العلاقة
ّ
 وبالتالي فإن

 𝐹(0) = 𝑊(𝑓)  لأجل بعض𝑓 ∈ 𝐿2(ℂ𝑛). 
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بيّن صحّة العلاقة:
ُ
 ونحتاج أن ن

𝑊(𝑓) = U(−𝜉) 𝐹(𝜉) U(𝜉) 
ξلأجل كل  ∈ ℝ2𝑛. 

 بملاحظة العلاقة الآتية:
ً
 لنُظهر ذلك بدءا

U(−𝜉) 𝐹𝑗(𝜉) U(𝜉) − 𝐹(0) = U(−𝜉) (𝐹𝑗(𝜉) − U(𝜉)𝐹(0)U(−𝜉))  U(𝜉) 
 وهذا يعني:

𝐹𝑗(𝜉) − U(𝜉) 𝐹(0) U(−𝜉) = U(𝜉) (𝐹𝑗(0) − 𝐹(0))  U(−𝜉) 
𝐹𝑗(𝜉)وبالتالي فإنّ  − U(𝜉)𝐹(0)U(−𝜉)  في  0تتقارب إلى𝑆2. 

 ولكنّنا بعد ذلك نحصل على العلاقة الآتية:

𝐹𝑗(𝜉) = U(𝜉) 𝐹(0) U(−𝜉) 
ثبت المطلوب.

ُ
 والتي ت

 لتحويل وايل. Paley_ Wienerسنذكر الآن مبرهنة  -

 ولتكن:، ℂ𝑛هو فضاء التوزيعات ذات الدعامة المتراصّة على  𝐸́(ℂ𝑛)ليكن 

𝐿0
2 (ℂ𝑛) = 𝐿2 ∩ 𝐸́(ℂ𝑛) 

𝑓هي مجموعة جميع الدوال  ∈ 𝐿2(ℂ𝑛) .ذات الدعامة المتراصّة 

 : (𝟑)مبرهنة

 بين 
ً
𝐿0إنّ تحويل فورييه_ وايل يُمثل تشاكلا

2 (ℂ𝑛) و𝐸0 ، ّأي إن𝑓 ∈ 𝐿0
2 (ℂ𝑛)  إذا وفقط إذا كان

𝑓تحويل فورييه_ وايل لها يحقق العلاقة:  ∈ 𝐸0. 

 الإثبات:

 بسهولة تتضح العلاقة:

U(𝜉) 𝜋(𝑧) U(−𝜉) = ℯ𝑖(𝑥𝜉′′−𝑦𝜉′)𝜋(𝑧) 
 وبالتالي:

𝑓(𝜉) = ∫
ℂ𝑛ℯ𝑖(𝑥𝜉′′−𝑦𝜉′)𝑓(𝑧)𝜋(𝑧)𝑑𝑧 

|𝑧|لها دعامة في  𝑓والآن إذا كانت  ≤ 𝐵 ، ه يمكن تمديد
ّ
ة صحيحة  𝑓(𝜉)عندئذٍ فإن

ّ
 ب 𝑓(𝜁)إلى دال

ζ ∈ ℂ2𝑛 ،التقدير:، وبحسب مبرهنة بلانشريل لتحويل وايل 
ً
 يكون لدينا أيضا

‖𝑓(𝜁)‖
𝐻𝑆

≤ 𝐶ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
 وهذا ما يُثبت لنا الاتجاه المباشر للمبرهنة.

 نواصل العمل على النحو الآتي:، الآن لإثبات العكس

𝐹(𝜁)ليكن  ∈ 𝐸0 ، ولتكن𝑓 ∈ 𝐿2(ℂ𝑛) بحيث 𝐹(0) = 𝑊(𝑓) ّنحتاج أن نبيّن أن .𝑓  ذات

 دعامة متراصّة.

′𝜉لنفرض لأجل  ∈ ℝ𝑛 ،:ة
ّ
 الدال

𝑓1(𝜉′) = 𝐹 (𝜉′، 0) = 𝜋(𝜉′) 𝑊(𝑓) 𝜋(−𝜉′) 
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 عندئذٍ بالحساب نحصل على العلاقة:

𝑓1(𝜉′) = ∫
ℂ𝑛ℯ−𝑖𝑦.𝜉′

𝑓(𝑧)𝜋(𝑧)𝑑𝑧 
 يحقق: 𝐹(𝜁)لدينا 

‖𝐹(𝜁)‖𝐻𝑆 ≤ 𝐶ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
،φلتكن   𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ،:ة

ّ
 ولنفرض الدال

(𝑓1(𝜉′)𝜑، 𝜓) = ∫
ℂ𝑛ℯ−𝑖𝑦.𝜉′

𝑓(𝑧) (𝜋(𝑧)𝜑، 𝜓) 𝑑𝑧 
ي. ة صحيحة من النوع الأس ّ

ّ
 وهي دال

 إذا وضعنا:

𝑔(𝑦) = ∫
ℂ𝑛𝑓(𝑧) (𝜋(𝑧)𝜑، 𝜓) 𝑑𝑧 

 .𝑔 لهو تحويل فورييه  (𝑓1(𝜉′)𝜑، 𝜓)عندئذٍ 

 على مبرهنة 
ً
 لها دعامة في  𝑔نجد أنّ ، التقليدية Paley_ Wienerوبالتالي اعتمادا

.|𝑦| ≤ 𝐵 

|𝑦|نفسها تنعدم لأجل  𝑓ومن هذا نريد أن نخلص إلى أنّ  ≥ 𝐵. 

 [2]لإثبات هذا نأخذ: 

ψ = Φ𝑚 و φ = Φ0  
 هي دليل متعدّد. 𝑚حيث 

 على المبرهنة 
ً
 [2]نعلم أنّ:  (1)عندئذٍ اعتمادا

(𝜋(𝑧)𝜑، 𝜓) = 𝐶𝑚𝑧𝑚ℯ− 
1
4

|𝑧|2 
 ثابت. 𝐶𝑚حيث 

ه عندما 
ّ
|𝑦|لذلك فإن ≥ 𝐵 ،:يكون لدينا العلاقة الآتية 

∫
ℝ𝑛𝑓(𝑧)(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑚ℯ− 

1
4

|𝑧|2

𝑑𝑥 = 0 
 .𝑚وهذا صحيح لأجل جميع قيم 

𝑓(𝑥نلاحظ أنّ  + 𝑖𝑦) وبالتالي يكون ، معامدة لكل دوال هرميت 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = ، 𝑥وذلك لأجل كل  0

|𝑦|وحيث  ≥ 𝐵. 

𝐹بالمثل بأخذ  (0، 𝜉′′) ، ّبيّن أن
ُ
𝑓(𝑥يمكن أن ن + 𝑖𝑦)  لها دعامة في|𝑥| ≤ 𝐵. 

 وهذا ما يُكمل إثبات المبرهنة.

ميّز هذه المبرهنة الدوال ذات الدعامة ، يمكننا أن نصيغ مبرهنة مشابهة لأجل زمرة تحويل فورييه
ُ
بحيث ت

 .𝑧المتراصّة بالمتغير 

نا نهتم بمبرهنة 
ّ
ولن ندخل في صياغة هذه ، التي تأخذ بعين الاعتبار جميع المتغيرات Paley_ Wienerحيث إن

 من ذلك سوف نعيد صياغة، النتيجة
ً
وهذا ما يُعطينا ، المبرهنة المذكورة أعلاه بشكلٍ مختلفٍ بعض الش يء وبدلا

 لما سيلزم في حالة زمرة تحويل فورييه.
ً
 مؤشرا

 نحصل على العلاقة: 𝑓 لوبأخذ المشتقات ، ℝ𝑛بالعودة إلى تحويل فورييه على 
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 𝜕𝜉
𝛼𝑓(𝜉) = (2𝜋)− 

𝑛
2∫

ℝ𝑛ℯ−𝑖𝑥𝜉(−𝑖𝑥)𝛼𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (4.2) 
 .αو ذلك لأجل أي دليلٍ متعدّدٍ 

ة ذات دعامة متراصّة في  𝑓إذا كانت 
ّ
|𝑥|دال ≤ 𝐵 ،:ّعندئذٍ واضح أن 

|𝜕𝜉
𝛼𝑓(𝜉)| ≤ 𝐶 𝐵|𝛼| 

 .αو ذلك لأجل كل 

.
ً
 والعكس صحيح أيضا

 صحيحة
ً
ة:، إذا كانت التقديرات المذكورة سابقا

ّ
 عندئذٍ فإنّ الدال

𝐹(𝜁) = ∑
𝜕𝜉

𝛼𝑓(0)

𝛼!
𝜁𝛼

𝛼

 

 
ً
 صحيحة

ً
ة

ّ
عرّف دال

ُ
 ويكون:، ت

𝐹(𝜉 + 𝑖𝜂) = ∑
𝜕𝜉

𝛼𝑓(𝜉)

𝛼!
(𝑖𝜂)𝛼

𝛼

 

 وكذلك يتحقق التقدير:

|𝐹(𝜁)| ≤ 𝐶 ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
ة لها دعامة في  𝑓ستكون ، لتحويل فورييه Paley_ Wienerوبالتالي حسب مبرهنة 

ّ
|𝑥|دال ≤ 𝐵. 

نا نبحث عن نتيجةٍ مُشابهةٍ في حالة تحويل وايل.
ّ
 و إن

𝑗حيث  𝑀𝑗  ،𝑀̅𝑗بفرض مؤثرات الجداء  = 1، 2، … ، 𝑛 ،:عرّفة بالشكل
ُ
 والم

𝑀𝑗𝑓(𝑧) = 𝑍𝑗𝑓(𝑧) 
 𝑀̅𝑗𝑓(𝑧) = 𝑍̅𝑗𝑓(𝑧) (4.3) 

نا نقوم بحساب تحويل وايل 
ّ
 .𝑊(𝑓)من خلال  𝑀̅𝑗𝑓و 𝑀𝑗𝑓 لإن

 لتكن المؤثرات:

𝐴𝑗 =
𝜕

𝜕𝜉𝑗
+ 𝜉𝑗 

 𝐴𝑗
∗ = − 

𝜕

𝜕𝜉𝑗
+ 𝜉𝑗  (4.4) 

والمؤثرات الموّلدة ، (annihilation operators)والتي هي المؤثرات العادمة 

(creation operators) .في ميكانيك الكم 

 لنعرّف المشتقات )المعادلات(: 𝐿2(ℝ𝑛)على  𝑇لأجل مؤثرٍ محدودٍ 

𝛿𝑗𝑇 = [𝐴𝑗، 𝑇] = 𝐴𝑗𝑇 − 𝑇𝐴𝑗 
𝛿𝑗̅𝑇 = − [𝐴𝑗

∗، 𝑇] = 𝑇𝐴𝑗
∗ − 𝐴𝑗

∗𝑇 
 ومن السهل ملاحظة أنّ هذه المشتقات )المعادلات( تحقق العلاقة:

𝛿𝑗(𝑇𝑆) = (𝛿𝑗𝑇)𝑆 + 𝑇(𝛿𝑗𝑆) 
 وبحسابٍ بسيطٍ نجد:
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𝑊(𝑀𝑗𝑓) = 𝛿𝑗̅𝑊(𝑓) 
𝑊(𝑀̅𝑗𝑓)و  = 𝛿𝑗𝑊(𝑓) 

 وبالتكرار نحصل على العلاقات:

𝛿𝑗̅
𝛼𝑊(𝑓) = 𝑊(𝑍𝛼𝑓) 

𝛿𝑗
𝛼𝑊(𝑓) = 𝑊(𝑍̅𝛼𝑓) (4.5) 

 .Paley_ Wienerولدينا الآن النسخة الثانية لمبرهنة 

 [𝟏𝟓]:  (𝟒)مبرهنة

𝑓بفرض أنّ  ∈ 𝐿𝑝(ℂ𝑛) ، 1 ≤ 𝑝 ≤ ة ذات دعامة متراصّة في 𝑓عندئذٍ تكون ، 2
ّ
|𝑧| دال ≤ 𝐵 ، إذا

 يحقق: 𝑊(𝑓)وفقط إذا كان 

‖𝛿𝑗
𝛼𝛿̅

𝑗
𝛽

𝑊(𝑓)‖ ≤ 𝐶𝐵|𝛼|+|𝛽| 
 دليلين متعددين. βو αو ذلك لأجل 

 الإثبات:

،φلتكن   𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ،:عندئذٍ نعلم أنّ تحويل فورييه_ ويغنر لهما يحقق 

𝑉𝜑(𝜓) ∈ 𝐿𝑞(ℂ𝑛) 
𝑞و ذلك لأجل كل  ≥ 2 . 

ه يكون لدينا 
ّ
 العلاقة الآتية:ولذلك فإن

(𝑊(𝑓)𝜑، 𝜓) = (2𝜋)
𝑛
2∫

ℂ𝑛𝑓(𝑧)𝑉𝜑 (𝜓، 𝑧) 𝑑𝑧 
 على  𝑊(𝑓)ويكون 

ً
 محدودا

ً
𝑓وذلك لأجل ، 𝐿2(ℝ𝑛)مؤثرا ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

ة ذات دعامة في  𝑓إذا كانت 
ّ
|𝑧|دال ≤ 𝐵 ،نحصل على المتراجحة: (4.5) عندئذٍ باستخدام العلاقة 

‖𝛿𝑗
𝛼𝛿̅

𝑗
𝛽

𝑊(𝑓)‖ ≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝑝𝐵|𝛼|+|𝛽| 
 المباشر من المبرهنة.و هذا يثبت الاتجاه 

 ننظر إلى تحويل فورييه_ وايل:، لإثبات العكس

𝑓(𝜉) = ∫
ℂ𝑛ℯ𝑖(𝑥.𝜉′′−𝑦𝜉′)𝑓(𝑧)𝜋(𝑧)𝑑𝑧 

𝜉𝑗 لبالاشتقاق بالنسبة 
 نحصل على العلاقة:، ′

𝜕

𝜕𝜉𝑗
′ 𝑓(𝜉) = ∫

ℂ𝑛ℯ𝑖(𝑥.𝜉′′−𝑦𝜉′)
1

2
(𝑧𝑗̅ − 𝑧𝑗)𝑓(𝑧)𝜋(𝑧)𝑑𝑧 

 و بالتالي نحصل على العلاقة:

𝜕

𝜕𝜉𝑗
′ 𝑓(𝜉) =

1

2
U(𝜉) (𝛿𝑗 − 𝛿𝑗̅) 𝑊(𝑓) U(−𝜉) 

بيّن العلاقة:
ُ
 بشكلٍ مشابهٍ يُمكن أن ن

𝜕

𝜕𝜉𝑗
′′ 𝑓(𝜉) =

1

2
U(𝜉) (𝛿𝑗 + 𝛿𝑗̅) 𝑊(𝑓) U(−𝜉) 
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 وبالتكرار نحصل على النتيجة:

𝜕
𝜉′′
𝛽

𝜕𝜉′
𝛼 𝑓(𝜉) = 2−(|𝛼|+|𝛽|)U(𝜉)(𝛿 + 𝛿̅)

𝛽
(𝛿 − 𝛿̅)

𝛼
𝑊(𝑓)U(−𝜉) 

 و حسب الفرض فإننا نحصل على التقديرات:

‖𝜕
𝜉′′
𝛽

𝜕𝜉′
𝛼 𝑓(𝜉)‖ ≤ 𝐶 𝐵|𝛼|+|𝛽| 

ζو بالتالي لأجل كلّ  = (𝜁′، 𝜁′′) ∈ ℂ2𝑛 ،:فإنّ المتسلسلة 

𝐹(𝜁) = ∑
𝜕

𝜉′′
𝛽

𝜕𝜉′
𝛼 𝑓(0)

𝛼!  𝛽!
𝜁′𝛼𝜁′′𝛽

𝛼، 𝛽

 

ة صحيحة.
ّ
 قيمته دال

ً
عرّف مؤثرا

ُ
 تتقارب وت

 على ذلك
ً
 بما أنّ:، وعلاوة

𝐹(𝜉 + 𝑖𝜂) = ∑
𝜕

𝜉′′
𝛽

𝜕𝜉′
𝛼 𝑓 (𝜉′، 𝜉′′)

𝛼!  𝛽!
(𝑖𝜂′)𝛼(𝑖𝜂′′)𝛽

𝛼، 𝛽

 

نا نحصل على 
ّ
 التقدير:فإن

‖𝐹(𝜁)‖ ≤ 𝐶 ℯ𝐵|𝐼𝑚(𝜁)| 
ه من خلال المبرهنة السابقة

ّ
ة لها دعامة في  𝑓نستنتج أنّ ، لذلك فإن

ّ
|𝑧|دال ≤ 𝐵. 

 و هذا ما يُتمّ الإثبات.

 الخلاصة: 

وايل وانتقلنا بعد  _ثمّ لأجل تحويل فورييه، وينر لأجل تحويل فورييه _وبذلك نكون قد أثبتنا مبرهنة بالي

 وينر لأجل تحويل وايل. _ذلك إلى مبرهنة بالي

 التوصيات:

يمكننا إثبات العديد من المبرهنات المهمَة الأخرى باستخدام زمرة هايزنبرغ والصيغ الجديدة التي قدَمتها 

 بصيغة جديدة لتحويلات ريس الشهيرة، للعديد من المفاهيم في التحليل الرياض ي
ً
، حيث إنَها قد ساهمت أيضا

 في إ
ً
 كبيرا

ً
 ثبات المبرهنات المتعلقة بهذه التحويلات.وقدَمت توسعا
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