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�Abstract: In this paper,�we talk about Heisenberg group,�the most known example from the lie groups.�After that,�we talk

�about the representation theory of this group,�and the relationship between the representation theory of the Heisenberg

�group and the position and momentum operator and momentum operators�(ors).�relationship between the representation

�theory of the Heisenberg group and the position and momentum,�that shows how we will make the connection between

Keywords: Heisenberg group, The Schrödinger Representations, Fourier_ Wigner transform, Hermite Functions, 

Special Hermite Functions . 

 على زمرة هايزنبرغ
ً
دوال هرميت ودوال هرميت الخاصة اعتمادا

 سهى علي سلامة

nسوريا ||nجامعة البعث ||nكلية العلوم

خص
ّ
 إلى العلا :المل

ً
 من زمر ليe ثمّ ناقشنا نظريّة التمثيل لهذه الزمرة، إضافة

ً
قة عرّفنا في بحثنا هذا زمرة هايزنبرغ، وهي الزمرة الأكثر شهرة

nيزياءeفبين نظريّة التمثيل لزمرة هايزنبرغ، ومؤثرات كميّة الحركة والموضعe وهذا ما يُبيّن لنا كيفية تحقيق الترابط بين زمرة هايزنبرغ وال

eثمَ درسنا خصائص دوال هرميت، ودوال هرميت الخاصّةn

eإنّ هذه الدوال هي دوال ذاتيّة لمؤثرات هرميت، ومؤثرات هرميت الخاصّة على التواليn

 على مؤثر هرميت اسم الهزّاز التوافقي 
ً
، ويُطلق على مؤثر هرميت الخاص اسم مؤثر (Harmonic oscillation)يُطلق عادة

en(twisted Laplacian)توي لابلاس المل

eويرتبط كلٌ من هذين المؤثرَين بمؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغn

 بالتحليل التوافقي لزمرة هايزنبرغ  
ً
 وثيقا

ً
، كما أنّها تلعب ℍ𝑛هذا وإنّ نظريّة مناشير هرميت، ومناشير هرميت الخاصّة ترتبط ارتباطا

 في فهمنا للعديد من 
ً
 هامّا

ً
ℍ𝑛enالمسائل في دورا

nزمرة هايزنبرغ، تمثيلات شرودنجر، تحويل فورييه_ ويغنر، دوال هرميت، دوال هرميت الخاصةe الكلمات المفتاحيّة:

the Heisenberg group and physics .

�Then we introduce and study some properties of the Hermite and special Hermite functions.�These functions are

�eigenfunctions of the Hermite and special Hermite operators,�respectively.�The Hermite operator is often called the

�harmonic oscillator and the special Hermite operator is sometimes called the twisted Laplacian.�As we will later see,�the two 

�operators are directly related to the sub-laplacian on the Heisenberg group.�The theory of Hermite and special Hermite

�expansions is intimately connected to the harmonic analysis on the Heisenberg group.�They play an important role in our 

understanding of several problems on ℍ𝑛 .

https://doi.org/10.26389/AJSRP.000
https://www.ajsrp.com/
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 المقدّمة:

 بما يصفه علماء الرياضيات  Quantum Mechanics الكم ايرتبط الإطار الرياض ي لميكانيك
ً
 وثيقا

ً
ارتباطا

nّوفي بحبنظري eونعمل من خلال بعض الأنواع من الزمر، بعض التفصيلثنا هذا سندرس هذه الفكرة بة تمثيل الزمر ،

n وذلك كنتيجة nّاة بين ميكانيكللعلاقة الأساسي n
ّ
ه عندما يكون لدينا الكم ونظرية التمثيل، والتي ببساطة تدور حول أن

nّجملة كموميnّة تؤثر عليها زمرةة فيزيائي 𝐺nّسيكون كما التمثيل الواحدي للزمرة المؤثرة فضاء الحالة لهذه الجملة  ، فإن

nّوهذا يعني أن eعليها n
ُ
nقدّم معلومات  مهمnّنظرية التمثيل ت

ً
ة عندما تؤثر زمرة حول فضاءات الحالة الميكانيكية الكموميnّ ة

e[4] ما على هذه الجملة الفيزيائية, [13], [16]n

nوبذلك تصبح الفيزياء بالنسبة لعلماء الرياضيات مصدرn
ً
n ا

ً
nللغاية لدراسة التمثيلات الواحديةe مثمرا

العلاقة الوثيقة بين هذا  1870عام  Sophus Lieظهور بنية زمر لي عندما لاحظ عالم الرياضيات  ةكانت بداي

nّالنوع من الزمر، وحلول بعض المعادلات التفاضليnّثم eة nّتمّت الملاحظة بأن nّالموn  لدات لزمر لي المؤثرة على فضاءات 

nةeلصيغة نفسها التي تتميز بها الدوال الخاصnّلها ا ،مناسبة

nّومن الأمثلة عن زمر لي عديمة القوى نجد زمرة هايزنبرغ، وإن nأحد  موضوع دراستنا في هذا البحث هو

e nالتطبيقات على زمرة هايزنبرغ وهي دوال هرميت ودوال هرميت الخاصة

 مشكلة البحث: 

 من خلال الدراسات التي تمَت على مؤثر هرميت ا
ً
ه يرتبط ارتباطا

َ
لخاص الذي سنعرَفه خلال بحثنا تبيَن أن

eبمؤثر لابلاس هايزنبرغ 
ً
nوثيقا

n [12]يُعطى هزّاز هاملتون التوافقي الكمومي بالشكل: 

𝐻 = −∆ + |𝑥|2 
en ويكون له التمثيل الآتي: ℝ𝑛و هو مؤثر هرميت في 

𝐻 =
1

2
∑(𝐴𝑗𝐴𝑗

∗ + 𝐴𝑗
∗𝐴𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

n:(annihilation operators)هي المؤثرات الموّلدة  𝐴𝑗حيث 

𝐴𝑗 = − 
𝑑

𝑑𝑥𝑗
+ 𝑥𝑗      ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

𝐴𝑗و 
n:(creation operators)هي مؤثرات العادم  ∗

𝐴𝑗
∗ =

𝑑

𝑑𝑥𝑗
+ 𝑥𝑗      ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

n[14]غة: ، يُعطى بالصيℂ𝑛هذا ويوجد مؤثر مُشابه على 

ℒ =
1

2
∑(𝑍𝑗𝑍𝑗̅ + 𝑍𝑗̅𝑍𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

nحيث:  

𝑍𝑗 =
𝜕

𝜕𝑧𝑗
+

1

2
𝑧𝑗̅                
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                   𝑍𝑗̅ = − 
𝜕

𝜕𝑧𝑗̅
+

1

2
𝑧𝑗     ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

و إنّ 
𝜕

𝜕𝑧𝑗
و 

𝜕

𝜕𝑧𝑗̅
: العقديّةتدلّ على المشتقات  

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑗
و    

𝜕

𝜕𝑥𝑗
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑗
على الترتيب، وذلك من   

𝑧𝑗 أجل = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗 
nباسم المؤثر الهرميتي الخاص، وله الصيغة الصريحة:  ℒو قد عُرف المؤثر 

ℒ = −∆𝑧 +
1

4
|𝑧|2 − 𝑖 ∑ (𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑗
− 𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
)

𝑛

𝑗=1

                          (1.1) 

ℂ𝑛enهو مؤثر لابلاس على  𝑧∆حيث 

ه مرتبط ببنية التلاف الأساسيّة على 
ّ
 للاهتمام، هو أن

ً
، والتي بموجبها تتمّ ℂ𝑛ما يجعل هذا المؤثر مثيرا

nّإنّ معادلة الحلول لمسائل القيمة الابتدائية للمعادلات التفاضليّة الخطي  eة الأساسيّة، مثل التسخين والموجة

ℂ𝑛 e[12]nيمكن التعبير عنها من خلال بنية التلاف على  ℒ لشرودنجر 

n، معطاة بالشكل:ℒبفرض مسألة القيمة الابتدائية لمعادلة شرودنجر لأجل 

𝑖𝜕𝑡𝑢(𝑧, 𝑡) − ℒ𝑢(𝑧, 𝑡) = 0     ; 𝑧 ∈ ℂ𝑛, 𝑡 > 0                         (1.2) 
𝑢(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧)                                                                            (1.3) 

𝑓لأجل  ∈ 𝐿2(ℂ𝑛):فإنّ الحل لمسألة القيمة الابتدائية يُعطى بالشكل ،n

𝑢(𝑧, 𝑡) = ℯ−𝑖𝑡ℒ𝑓(𝑧) 
عطى في العلاقة 

ُ
nتأخذ الصيغة: ℒفإنّ معادلة شرودنجر لأجل ،ℒnلأجل  (3.1)و باستخدام التمثيل الم

𝑖𝜕𝑡𝑢 + 𝑖 ∑ (𝑥𝑗𝜕𝑦𝑗
− 𝑦𝑗𝜕𝑥𝑗

)

𝑛

𝑗=1

 𝑢 + ∆𝑧𝑢 −
1

4
|𝑧|2𝑢 = 0 

nقد يتمُّ اعتبار هذه المعادلة كنموذج ابتدائي لمعادلة شرودنجر المعمّمة من الشكل:

𝑖𝜕𝑢 = (−∆𝑥 + 𝑉(𝑥))𝑢 = 0 
ℝ𝑚ؤثر  تفاضليّ  خطيّ  من الرتبة الأولى على يرمز لم ∂حيث  × ℝ :من الشكلn

𝑎0(𝑥)𝜕𝑡 + ∑ 𝑎𝑗(𝑥)𝜕𝑥𝑗

𝑚

𝑗=1

+ 𝑏(𝑥)    ; 𝑥 ∈ ℝ𝑚, 𝑡 ∈ ℝ 

 بالتحليل ℒو في حالة معادلة شرودنجر لأجل مؤثر هرميت الخاص 
ً
 وثيقا

ً
، سنجد أنّ التحليل يرتبط ارتباطا

nيزنبرغeالتوافقي على زمرة ها

eبمؤثر لابلاس هايزنبرغ 
ً
 وثيقا

ً
، وذلك لأنّ مؤثر هرميت الخاص يرتبط ارتباطا

ً
nو هذا ليس مستغربا

 مواد البحث وطرائقه:

 
ً
 يقوم على إعادة صياغة التعاريف الأساسية للعديد من المفاهيم الرياضيّة اعتمادا

ً
اعتمدت الدراسة منهجا

nت شرودنجر لهذه الزمرة، الأمر الذي يوسّع الآفا  لحل العديد من المسائل على زمرة هايزنبرغ، وذلك من خلال تمثيلا

في التحليل الرياض ي باستخدام أنواع  من الزمرe ومن أهم أدوات هذا البحث الربط بين الفيزياء وميكانيكا الكم وزمرة 
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 للغاية لدراسة التمثيلات الواحدية والوصول إلى
ً
 مثمرا

ً
الغايات المرجوّة والمراجع والوثائق  هايزنبرغ ما يعطينا مصدرا

eاللازمةn

,[𝟗]: (𝟏)تعريف  [𝟒], [𝟏] nّيجل هايزنبرغ هي زمرة من الانسحابات للنصف العلوي لفضاء س زمرة إن

 ف عليها قانون التشكيل بالعلاقة:ويعرℂ𝒏+𝟏(the Siegel upper half space)، nّفي الفضاء 

(x, y, t)(𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢. 𝑦 − 𝑣. 𝑥)) 

nُرمز لهذه الزمرة بالرمز ويℍ𝑛en

ℍ𝑛كما يتحقق أن   = ℂ𝑛 × ℝ n nمكافئ للقانون السابق يُعطى بالعلاقة: وفق قانون تشكيل 

(𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. 𝑤̅)) 

,[𝟐]: (𝐑𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧): التمثيل (𝟐)تعريف  [𝟓], [𝟖] 

زمرة المؤثرات الخطيّة القابلة للعكس  ) 𝐺𝐿(𝑉)إلى الزمرة  𝐺هو تشاكل من الزمرة  𝐺للزمرة  πالتمثيل 

πen لهو فضاء متجهي عقدي غير صفري، نعتبره كفضاء تمثيل  𝑉، حيث ( 𝑉على 

,[𝟐]: (𝐔𝐧𝐢𝐭𝐚𝐫𝐲 𝐫𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧): التمثيل الواحدي (𝟑)تعريف  [𝟏𝟕] 

π nندعو التمثيل 
ً
n تمثيلا

ً
ه لأجل كل  واحديّا

ّ
𝑔إذا تحقق أن ∈ 𝐺  فإنّ المؤثرπ(𝑔)  واحدي علىn

𝑉أي إذا تحققت العلاقة ،:n

〈𝜋(𝑔)(𝑣), 𝜋(𝑔)(𝑤)〉 = 〈𝑣, 𝑤〉 
,𝑣لأجل كل  𝑤 ∈ 𝑉 و𝑔 ∈ 𝐺en

,[𝟒]: (𝟒)تعريف  [𝟏𝟑] 

nُطلق على الفضاء الجزئي المغلق ي𝑊 ⊂ 𝑉  ه فضاء لا متغيّر
ّ
n:إذا تحققت العلاقة π لبالنسبة بأن

π(𝑔)𝑊 ⊂ 𝑊 
𝑔لأجل كل  ∈ 𝐺en

 [𝟐]: التمثيل غير القابل للاختزال: (𝟓)تعريف 

nُطلق على التمثيل يπ  ه غير قابل للاختزال إذا لم يتواجد أي فضاء جزئي لا متغيّر بالنسبة
ّ
ومغلق  π لإن

nأي أن يكون الفضاء الجزئي اللا متغير والمغلق الو ،
ً
nنفسه𝑉  eإضافة إلى الفضاء  𝑂حيد هو فقط تماما

,: (𝟔)تعريف  [𝟐], [𝟏𝟔] [𝟏] 

ℍ𝑛لتكن  = ℂ𝑛 × ℝ :زمرة هايزنبرغ المزودّة بقانون التشكيل الآتيn

(𝑧, 𝑡). (𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. 𝑤̅)) 

لد بـ  𝔥𝑛إن جبر لي الموافق  2𝑛)يوَّ + nحقل متجه معطاة بالشكل: (1



 م 2020 يونيو ــ ثانيالالعدد  ــ رابعالالمجلد  ــ والحياتية والتطبيقية ةيمجلة العلوم الطبيع ــالمجلة العربية للعلوم ونشر الأبحاث 

دوال هرميت ودوال هرميت الخاصة اعتماداً على زمرة 

 هايزنبرغ
 سلامة (34)

 

;    𝑗 = 1,2, … , 𝑛       𝑋𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
−

1

2
𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 

;    𝑗 = 1,2, … , 𝑛       𝑌𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑦𝑗
+

1

2
𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 

𝑇 = 𝑖 
𝜕

𝜕𝑡
    ;     𝑖 = √−1                            

nالمعرّف بالشكل: ℒلذلك يسمّى المؤثر 

ℒ = − ∑(𝑋𝑗
2 + 𝑌𝑗

2)

𝑛

𝑗=1

 

nأو لابلاس ي هايزنبرغe (أو اللابلاس ي الجزئي)مؤثر لابلاس الجزئي 

λ الذي يتم بواسطة الأعداد الحقيقيّة (the infinite representations)لنأخذ التمثيل اللانهائي ≠ كما  0

nيلي:

𝜋𝜆(𝑧, 𝑡)φ(𝜉) = ℯ𝑖𝜆𝑡ℯ
𝑖𝜆(𝑥.𝜉+

1
2

𝑥.𝑦)
φ(𝜉 + 𝑦) 

φو ذلك من أجل كل  ∈ 𝐿2(ℝ𝑛):وهنا يكون en

𝜋𝜆(𝑧, 𝑡)𝜋𝜆(𝑤, 𝑠) = 𝜋𝜆((𝑧, 𝑡). (𝑤, 𝑠)) 
,𝜋𝜆(𝑧كما أن  𝑡)  مؤثر واحدي على𝐿2(ℝ𝑛) ّوبعبارة أخرى إن e𝜋𝜆(𝑧, 𝑡)  هو تمثيل واحدي للزمرة

ℍ𝑛  على𝐿2(ℝ𝑛)en

 [𝟏𝟔]: (𝐅𝐨𝐮𝐫𝐢𝐞𝐫_ 𝐖𝐢𝐠𝐧𝐞𝐫 𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐟𝐨𝐫𝐦)تحويل فورييه_ ويغنر : (𝟕) تعريف

,φبفرض  𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛)ة
ّ
 :، نعرّف الدال

𝑉𝜑(𝜓, 𝑧) = (2𝜋)−
𝑛
2(𝜋(𝑧)𝜑, 𝜓)                                       (1.9) 

𝜓enو φ لو التي تسمّى تحويل فورييه_ ويغنر 

,[𝟕] :(𝟖) تعريف [𝟏𝟏]  

nعرّف التلا
ُ
𝑓 (convolution)ف ن ∗ 𝑔  لدالتين𝑓, 𝑔  مُعرفتين علىℍ𝑛 :بالعلاقةn

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑧, 𝑡) = ∫
ℍ𝑛𝑓((𝑧, 𝑡)(−𝑤, −𝑠))𝑔(𝑤, 𝑠)𝑑𝑤𝑑𝑠                        (2.2) 

,𝑧)حيث  𝑡) ∈ ℍ𝑛e
ً
en وذلك عندما يكون التكامل موجودا

,[𝟕] :(𝟗) تعريف [𝟏𝟎], [𝟏𝟏] 

,𝜋𝜆(𝑧       لنضع:         𝑡) = ℯ𝑖𝜆𝑡𝜋𝜆(𝑧)n

𝜋𝜆(𝑧)حيث:                 = 𝜋𝜆(𝑧, 0)n

nو لنُعرّف:

𝑓𝜆(𝑧) = ∫ ℯ𝑖𝜆𝑡𝑓(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

                                        (2.1) 

ه تحويل فورييه العكس ي 
ّ
𝑡enبالمتغير  𝑓 لبأن
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n و بالتالي تنتج العلاقة:

[7]                                𝑓(𝜆)φ = ∫
ℂ𝑛𝑓𝜆(𝑧)𝜋𝜆(𝑧)φ𝑑𝑧                                  (2.2)   

nو بالتالي يمكننا تشكيل مؤثرات بالشكل: 

[7,11]                          𝑊𝜆(𝑔) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧)𝜋𝜆(𝑧)𝑑𝑧                                    (2.3) 

ℂ𝑛enلدوال مُعرّفة على 

λو عندما  = نا ندعو هذه المؤثرات تحويل وايل 1
ّ
ونرمز له بالرمز  (Weyl transform)، فإن

𝑊(𝑔)en

 
ً
 من  π(𝑧)و نكتب أيضا

ً
𝜋1(𝑧)enبدلا

nو بالتالي نحصل على العلاقة:

𝑊(𝑔)𝜑(𝜉) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧)𝜋(𝑧)𝜑(𝜉)𝑑𝑧                                   (2.4) 

,𝟕] :(𝟏𝟎) تعريف 𝟏𝟏] 

nمن تعريف التلاف، وبحساب  بسيط  نجد:

(𝐺 ∗ 𝑓)𝜆(𝑧) = ∫
ℂ𝑛𝐺𝜆(𝑧 − 𝑤)𝑓𝜆(𝑤)ℯ  

𝑖
2

𝜆 𝐼𝑚(𝑧.𝑤̅)
𝑑𝑧 

nو بالتالي يصبح بالإمكان وضع صيغة التلاف بالشكل:

(𝑔 ∗𝜆  ℎ)(𝑧) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧 − 𝑤)ℎ(𝑤)ℯ

𝑖
2

𝜆 𝐼𝑚(𝑧.𝑤̅)
𝑑𝑤                        (2.5) 

en (λ_ twisted convolutions)_ تلافات ملتوية λو هذا ما يسمّى 

λو عندما  = 𝑔، ندعوها بتلافات  ملتوية، ونرمز لها بالرمز 1 × ℎen

nو بالتالي:

(𝑔 × ℎ)(𝑧) = ∫
ℂ𝑛𝑔(𝑧 − 𝑤)ℎ(𝑤)ℯ

𝑖
2

 𝐼𝑚(𝑧.𝑤̅)
𝑑𝑤 

 النتائج: 

إنَ دراستنا لدوال هرميت ودوال هرميت الخاصة بالاعتماد على زمرة هايزنبرغ أوصلتنا إلى العلاقة الأساسية 

للتعامد لدوال هرميت الخاصة، وكذلك تمَ التعبير عن دوال هرميت الخاصة بالاعتماد على دوال لاجير وتوصلنا إلى 

nَالعديد من العلاقات المهمeكما توصلنا إلى العلاقة الأساسية بين مؤثرات هرميت الخاصة ومؤثرات هرميت eةn

 المناقشة:

,𝟏𝟐]دوال هرميت:  1.1. 𝟏𝟔]  

𝑘لنبدأ بتعريف كثيرات حدود هرميت، لأجل  = 0,1,2, … … 𝑡و  ∈ ℝ عرّف كثيرة حدود هرميت
ُ
، ن

𝐻𝑘(𝑡) :بالمعادلةn

𝐻𝑘(𝑡) = (−1)𝑘ℯ𝑡2
  

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
{ℯ−𝑡2

}                                   (3.1) 
عرّف بالشكل:

ُ
nعندئذ  فإنّ دوال هرميت المنظمة ت
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ℎ𝑘(𝑡) = (2𝑘√𝜋𝑘!)
− 

1
2𝐻𝑘(𝑡)ℯ− 

1
2

𝑡2

                                  (3.2) 
ل قاعدة متعامدة من

ّ
شك

ُ
𝐿2(ℝ)enظمة في الفضاء إنّ هذه الدوال ت

، ويتم الحصول عليها بأخذ جداءات تنسوريّةΦ𝛼        eيُرمز لدوال هرميت ذات الأبعاد العليا بالرمز 

αوبالتالي لأجل أي دليل متعدّد  = (α
1

, α
2

, … , α
𝑛

𝑥ولأجل  ( ∈ ℝ𝑛:عرّف
ُ
نا ن

ّ
n، فإن

Φ𝛼(𝑥) = ∏ ℎ𝛼𝑗
(𝑥𝑗)     ; 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛

𝑛

𝑗=1

                      (3.3) 

e وهي دوال ذاتيّة لمؤثر هرميت موافقة للقيم 𝐿2(ℝ𝑛)قاعدة متعامدة للفضاء  {Φ𝛼}و عندئذ  تكون 

|𝛼|2)الذاتيّة  + 𝑛) :[14]n

H = −∆ + |𝑥|2 
HΦ𝛼حيث يكون:  = (2|𝛼| + 𝑛)Φ𝛼; |𝛼| = ∑ 𝛼𝑗

𝑛
𝑗=1  n

 دوال ذاتيّة لتحويل فورييه 
ً
𝛼|:n|(𝑖−)موافقة للقيم الذاتيّة  ℱو هي أيضا

ℱΦ𝛼 = (−𝑖)|𝛼|Φ𝛼 
و لهذه الحقائق دورٌ مهم في العديد من المسائل في تحليل فورييه، فعلى سبيل المثال استُخدمت هذه 

nالحصول على الثابت الأفضل لمتباينة هاوسدورف_ يونغeالعلاقات في تطوير مبرهنة بلانشريل، وكذلك استُخدمت في 

 دوال هرميت الخاصّة:  1.2.

,αلأجل كل  𝛽 ∈ ℕ𝑛و ،𝑧 ∈ ℂ𝑛 :عرّف دوال هرميت الخاصّة بالشكل
ُ
nن

Φα,𝛽(𝑧) = (2𝜋)− 
𝑛
2∫

ℝ𝑛ℯ𝑖𝑥.𝜉Φ𝛼 (𝜉 +
𝑦

2
) Φ𝛽 (𝜉 − 

𝑦

2
) 𝑑𝜉                     (3.4) 

Φ𝛼هي تحويلات فورييه_ ويغنر لدوال هرميت  Φα,𝛽(𝑧)و بالتالي نجد أنّ  n، أي إنّ:Φ𝛽و 

Φα,𝛽(𝑧) = 𝑉(Φ𝛼 , Φ𝛽)(𝑧) 

 :  (𝟏) مبرهنة

 للفضاء 
ً
 تامّة

ً
 متعامدة

ً
ل قاعدة

ّ
شك

ُ
𝐿2(ℂ𝑛)enإنّ دوال هرميت الخاصّة ت

 الإثبات:

nلخصائص تحويل فورييه_ ويغنرeإنّ التعامد هو نتيجة واضحة 

nلنثبت الآن التمام:

𝑓لنفرض أنّ  ∈ 𝐿2(ℂ𝑛)  معامدة لكل الدوالΦα,𝛽en

 على تعريف 
ً
nنحصل على العلاقات الآتية: Φα,𝛽و اعتمادا

∫
ℂ𝑛𝑓(̅𝑧)(𝜋(𝑧)Φ𝛼 , Φ𝛽)𝑑𝑧 = (𝑊(𝑓)̅Φ𝛼 , Φ𝛽) = 0 

ه يكون: 𝐿2(ℝ𝑛) تامّة في {Φ𝛼}و بما أنّ 
ّ
n، فإن

𝑊(𝑓)̅ = 0 
𝑓ممّا يعني أنّ  = 0eلمبرهنة بلانشريل لتحويل فورييه 

ً
n، وهذا ما يشير ضمنا
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 منشور هرميت الخاص: 1.3.

nلدينا من العلاقة: 

Φ𝛼(𝑥) = ∏ ℎ𝛼𝑗
(𝑥𝑗)     ; 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

𝑛

𝑗=1

 

nالعلاقات: و بحساب  مباشر، وباستخدام

(− 
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑥) Φ𝑘(𝑥) = (2𝑘 + 2)

1
2Φ𝑘+1(𝑥) 

( 
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑥) Φ𝑘(𝑥) = (2𝑘)

1
2Φ𝑘−1(𝑥) 

n، تظهر لنا العلاقة:Φ𝑘المحققة من أجل دوال هرميت 

ℒΦα,𝛽 = (2|𝛽| + 𝑛)Φα,𝛽 
|𝛽|حيث  = ∑ 𝛽𝑗

𝑛
𝑗=1       ; 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛) nّالتي تعني أن  Φα,𝛽  لهي دوال ذاتية ℒ 

|𝛽|2توافق القيمة الذاتية  + 𝑛 في 
ً
 متعامدة

ً
 جملة

ً
ل أيضا

ّ
𝐿2(ℂ𝑛)en، وكما وجدنا فهي تشك

𝑓و هكذا من أجل كل  ∈ 𝐿2(ℂ𝑛):ح النشر ه يصُّ
ّ
n، فإن

𝑓 = ∑ ∑(𝑓, Φα,𝛽)Φα,𝛽

𝛽𝛼

                                        (3.5) 

eندعو النشر السابق بمنشور هرميت الخاصn

nو يمكن أن تتمّ كتابة هذا النشر بالشكل:

𝑓 = ∑ 𝑃𝑘𝑓

∞

𝑘=0

                                                               (3.6) 

nحيث:

𝑃𝑘𝑓 = ∑ (𝑓, Φα,𝛽)Φα,𝛽

𝛼,|𝛽|=𝑘

                                     (3.7) 

;Φ𝛼,𝛽}على الفضاء الذاتي الموّلد بالمجموعة  𝑓و هو مسقط  𝛼, 𝛽 ∈ ℕ𝑛, |𝛽| = 𝑘}en

,𝟏𝟒]خصائص التعامد لدوال هرميت الخاصّة:  1.4. 𝟏𝟓] 

nلدينا العلاقة:

Φα,𝛽 × Φμ,𝛾 = (2𝜋)
𝑛
2𝛿𝛽,𝜇Φα,𝛾                                   (3.8) 

nحيث:

𝛿𝛽,𝜇 = {
1     ; 𝛽 = 𝜇

0     ;  غير ذلك

nلنثبت صحّة هذه العلاقة: 

,φلتكن  𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛):عندئذ  ينتج من خصائص تحويل فورييه_ ويغنر ،n

(𝑊(Φα,𝛽
̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝜑, 𝜓) = (2𝜋)

𝑛
2(𝑉𝜑(𝜓), Φα,𝛽) = (2𝜋)

𝑛
2 (𝑉𝜑(𝜓), 𝑉(Φ𝛼 , Φ𝛽)) 
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nلدينا العلاقة الآتية محققة :و 

(𝑉𝜑(𝜓), 𝑉(Φ𝛼 , Φ𝛽)) = (𝜑, Φ𝛼)(Φ𝛽 , 𝜓) 
⇒ (𝑊(Φα,𝛽

̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝜑, 𝜓) = (2𝜋)
𝑛
2(𝜑, Φ𝛼)(Φ𝛽 , 𝜓) 

nو بالتالي تتحقق العلاقة:

(𝑊 (Φ𝛼,𝛽
̅̅ ̅̅ ̅̅ × Φ𝜇,𝛾

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝜑, 𝜓) = (2𝜋)
𝑛
2 (𝑊 (Φ𝜇,𝛾

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝜑, Φ𝛼) (Φ𝛽, 𝜓) 
nو ممّا سبق فإنّ:

(𝑊 (Φ𝜇,𝛾
̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝜑, Φ𝛼) = (2𝜋)

𝑛
2 (𝜑, Φ𝜇) (Φ𝛾, Φ𝛼) 

⇒ (𝑊 (Φ𝛼,𝛽
̅̅ ̅̅ ̅̅ × Φ𝜇,𝛾

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝜑, 𝜓) = (2𝜋)𝑛 (𝜑, Φ𝜇) (Φ𝛾, Φ𝛼)(Φ𝛽 , 𝜓) 
nو بما أنّ العلاقة الآتية محققة:

(𝑊 (Φ𝛼,𝛽
̅̅ ̅̅ ̅̅ × Φ𝜇,𝛾

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝜑, 𝜓) = (2𝜋)
𝑛
2 (𝑉𝜑(𝜓), Φ𝛼,𝛽 × Φ𝜇,𝛾) 

نا نحصل على العلاقة:
ّ
nعندئذ  فإن

(2𝜋)
𝑛
2 (𝑉𝜑(𝜓), Φ𝛼,𝛽 × Φ𝜇,𝛾) = (2𝜋)𝑛 (𝜑, Φ𝜇) (Φ𝛾, Φ𝛼)(Φ𝛽 , 𝜓) 

ه يكون:
ّ
nفإن

(𝑉𝜑(𝜓), 𝑉(Φ𝜇 , Φ𝛽)) = (𝜑, Φ𝜇)(Φ𝛽 , 𝜓) 
nو بالتالي:

(𝑉𝜑(𝜓), Φ𝛼,𝛽 × Φ𝜇,𝛾) = (2𝜋)
𝑛
2 (𝑉𝜑(𝜓), 𝑉(Φ𝜇 , Φ𝛽)) (Φ𝛾, Φ𝛼) 

نا نحصل على الصيغة الهامّة الآتية:
ّ
nعندئذ  فإن

Φα,𝛽
̅̅ ̅̅ ̅̅ × Φμ,𝛾

̅̅ ̅̅ ̅̅ = (2𝜋)
𝑛
2𝛿𝛾,𝛼Φ𝜇,𝛽

̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝑓و بما أنّ  × 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑔̅ × 𝑓̅:فإنّنا نحصل على العلاقة , 

Φα,𝛽 × Φμ,𝛾 = (2𝜋)
𝑛
2𝛿𝛽,𝜇Φα,𝛾 

eيمكننا التعبير عن دوال هرميت الخاصّة بالاعتماد على مفهوم دوال لاجير _n

n[12,16]لدينا الصيغة:

Φα,𝛼(𝑧) = (2𝜋)− 
𝑛
2 ∏ 𝐿𝛼𝑗

(
1

2
|𝑧𝑗|

2
) ℯ−

1
4

|𝑧𝑗|
2

 

𝑛

𝑗=1

                        (3.9) 

0enهي كثيرة حدود لاجير من المرتبة  𝐿𝑘(𝑡)حيث 

𝛼تجدر الإشارة إلى أنّ كثيرة حدود لاجير من المرتبة  > عرّف بالعلاقة:𝑘والدرجة  1−
ُ
n، ت

𝐿𝑘
𝛼(𝑡)ℯ−𝑡𝑡𝛼 =

1

𝑘!
(

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑘

(ℯ−𝑡𝑡𝑘+𝛼)                                         (3.10) 
nحيث إنّ:
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𝐿𝜇
𝑚(𝑧) = ∏ 𝐿𝜇𝑗

𝑚𝑗
(

1

2
|𝑧𝑗|

2
)

𝑛

𝑗=1

                                           (3.11) 

 [𝟏𝟔]:  (𝟐) مبرهنة

ن محققتين: nإنّ العلاقتين الآتيتيَّ

Φ𝜇+𝑚,𝜇 = (2𝜋)− 
𝑛
2 (

𝜇!

(𝜇 + 𝑚)!
)

1
2

(
𝑖

√2
)

|𝑚|

𝑧̅𝑚𝐿𝜇
𝑚(𝑧)ℯ− 

1
4

|𝑧|2  

Φ𝜇,𝜇+𝑚 = (2𝜋)− 
𝑛
2 (

𝜇!

(𝜇 + 𝑚)!
)

1
2

(
−𝑖

√2
)

|𝑚|

𝑧𝑚𝐿𝜇
𝑚(𝑧)ℯ− 

1
4

|𝑧|2  
ه يمكننا كتابة منشور هرميت الخاص على النحو الآتي: _

ّ
 على ما سبق فإن

ً
nالآن اعتمادا

𝜑𝑘(𝑧)لتكن: = 𝐿𝑘
𝑛−1 (

1

2
|𝑧|2) ℯ−

1

4
|𝑧|2                         n

ة لاجير من المرتبة 
ّ
𝑛هي دال − 1en

𝐿𝑘حيث 
𝛼  ترمز لكثيرة حدود لاجير من الدرجة𝑘 والمرتبة ،α > ة الموّلدة 1−

ّ
 على الدال

ً
، والمعرّفة اعتمادا

nبالشكل:

∑ 𝐿𝑘
𝛼(𝑥)𝑤𝑘

∞

𝑘=0

= (1 − 𝑤)−𝛼−1ℯ− 
𝑤

1−𝑤
𝑥    ; |𝑤| < 1                      (3.12) 

n [15]بالعلاقة:  𝜑𝑘ترتبط بدوال لاجير  Φα,𝛽و إنّ دوال هرميت الخاصّة 

(2𝜋)
𝑛
2 ∑ Φ𝛽,𝛽(𝑧) = 𝜑𝑘

|𝛽|=𝑘

                                             (3.13) 

ه تتحقق العلاقة:يؤدي إلى تعامد دوال لاجير (3.8)إنّ الشرط 
ّ
n، أي إن

𝜑𝑘 × 𝜑𝑗 = (2𝜋)𝑛𝜑𝑘𝛿𝑘𝑗                             (3.14) 
e
ً
nو سنوّضح حصولنا على هذه العلاقة لاحقا

αمع  (3.12)و من الصيغة  = 𝑛 − ة الموّلدة: 𝜑𝑘، نجد أنّ الدوال 1
ّ
nتحقق متطابقة الدال

∑ 𝜑𝑘(𝑧)𝑤𝑘

∞

𝑘=0

= (1 − 𝑤)−𝑛 ℯ− 
1
2

 
1+𝑤
1−𝑤

|𝑧|2

   ; |𝑤| < 1                      (3.15) 

|𝑤|بحيث  𝑤و التي نجد من خلال التمديد التحليلي أنّها صالحة لأجل أيّ عدد  مركب  < 1en

,𝑓الآن من تعريف التلاف الملتوي لأجل دالتين  𝑔  علىℂ𝑛:n

(𝑓 ×  𝑔)(𝑧) = ∫
ℂ𝑛𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑔(𝑤)ℯ

𝑖
2

 𝐼𝑚(𝑧.𝑤̅)
𝑑𝑤 

ه بأخذ التلاف الملتوي على طرفي العلاقة 
ّ
 (3.8)، وباستخدام خاصّة التعامد  Φ𝛼,𝛼مع  (3.4)نجد أن

nنحصل على العلاقة:

𝑓 × Φ𝛼,𝛼 = (2𝜋)
𝑛
2 ∑(𝑓, Φ𝜇,𝛼)Φ𝜇,𝛼

𝜇
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|𝛼| لكلا الطرفين، حيث α لو الآن بأخذ المجموع بالنسبة  = 𝑘 نجد أنّ  (3.13)، وباستخدام العلاقة

nأبسط بالشكل: له تمثيل (3.7)المعطى بالعلاقة  𝑃𝑘المسقط 

𝑃𝑘𝑓 = (2𝜋)− 
𝑛
2 ∑ 𝑓 × Φ𝛼,𝛼(𝑧)

|𝛼|=𝑘

 

= (2𝜋)−𝑛𝑓 × 𝜑𝑘(𝑧)                                       (3.16) 
nعتبار فإنّ نشر هرميت الخاص يأخذ الصيغة الآتية:بعين الاn (3.6)و بأخذ العلاقة 

𝑓(𝑧) = (2𝜋)−𝑛 ∑ 𝑓 × 𝜑𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

                             (3.17) 

 تنتج لدينا العلاقة الآتيّة: (3.8)_ من العلاقة 

𝑊(Φ𝛼,𝛼)𝜑 = (2𝜋)
𝑛
2(𝜑, Φ𝛼)Φ𝛼 

nو بالتالي لدينا:

𝑊(𝜑𝑘)𝜑 = (2𝜋)𝑛 ∑ (𝜑, Φ𝛼)Φ𝛼

|𝛼|=𝑘

= (2𝜋)𝑛𝑃𝑘𝜑                   (3.18) 

الموّلد بالمجموعة:  𝑘على الفضاء الذاتي الموافق للقيمة  𝐿2(ℝ𝑛)هو المسقط من  𝑃𝑘حيث 

{Φ𝛼: |𝛼| = 𝑘}en

nو بالتالي نحصل على العلاقة الهامّة:

𝑊(𝜑𝑘) = (2𝜋)𝑛𝑃𝑘 
 على هذه العلاقة تمّ التوصل إلى العلاقة الآتية: 

ً
n[16]و اعتمادا

𝜑𝑘 × 𝜑𝑗 = (2𝜋)𝑛𝜑𝑘𝛿𝑘𝑗                               (3.19) 
n[16]كما تمّ التوصل للعلاقة الهامّة الآتية: 

𝑊(ℒ𝑓) = (2𝜋)𝑛𝑊(𝑓)H 
nعلى الترتيبeهي مؤثر هرميت الخاصّ ومؤثر هرميت  Hو ℒحيث 

 الخلاصة:

وبذلك نكون قد اعتمدنا على نوع من أنواع الزمر وهو زمرة هايزنبرغ في دراستنا للدوال الخاصةe حيث 

 
ً
استخدمنا نوع من التمثيلات الواحدية غير القابلة للاختزال لهذه الزمرة، وهي تمثيلات شرودنجر التي تلعب دورا

 في توضيح دور زمرة هايزنبرغ 
ً
nفي التحليل التوافقيeأساسيَا

 التوصيات:

 إلى التوسع في دوال 
ً
 على ما توصلنا إليه في بحثنا هذا، وصولا

ً
يمكننا دراسة الكثير من الموضوعات اعتمادا

nودواله الذاتية، والكثير من الدراسات الجديدة والمفيدةℒ eلاجير وتوضيح الطيف النقطي المتقطع للمؤثر
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