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Abstract: In this research, we present some basic facts about Lie algebra and Lie groups. We shall require only elementary 

facts about the general definition and a knowledge of a few of the more basic groups, such as Euclidean groups. Then we 

introduce the Heisenberg group which is the most well known example from the realm of nilpotent Lie groups, and plays an 

important role in several branches of mathematics, such as representation theory, partial differential equations and number 

theory... It also offers the greatest opportunity for generalizing the remarkable results of Euclidean harmonic analysis. 
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 )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها

 سهى علي سلامة

 سوريا || جامعة البعث || كلية العلوم

خص:
ّ
قدّمنا في هذا البحث بعض الحقائق الأساسية عن جبر لي وزمر لي. وتعرّفنا على بعض الأمثلة عن زمر لي الأساسية كالزمر  المل

 في العديد من فروع ثم قدّمنا زمرة هايزنبرغ ا ،الإقليدية
ً
 هاما

ً
لتي تعتبر بمثابة الزمرة الأكثر شهرة في زمر لي عديمة القوى، وتلعب دورا

 في الحصول 
ً
 ملحوظا

ً
قدّم توسعا

ُ
 إلى أنها ت

ً
على الرياضيات، مثل نظرية التمثيل، المعادلات التفاضلية الجزئية، ونظرية الأعداد... إضافة

 لإقليدي.نتائج مهمة في التحليل التوافقي ا

 زمرة هايزنبرغ. ،أس مصفوفة ،زمرة لي ،جبر هايزنبرغ لي،جبر  الكلمات المفتاحيّة:

 المقدّمة:

 
ً
ر لزمر لي يَعتبر  وفقا

ّ
تاريخ ميلاد نظريته للزمر  1874˗1873شتاء  Sophus Lieللمصادر في التاريخ المبك

لإنشاء هذه النظرية كان خلال فترة الأربع  يشير إلى أن النشاط البحثي الضخم Hawkinsالمستمرة، ومع ذلك فإن 

 .1873وحتى خريف  1869سنوات من خريف 

إلى  1869كلَّ يوم من  Felix Kleinمع  Lie، حيث التقى Felix Kleinوقد تم تطوير بعض الأفكار من قبل 

1872. 

جية، مما أعاق باستثناء المذكرة الأولى في الدوريات النرو Lieتم نشر جميع أوراق  1870خلال العام 

 الاعتراف بالعمل في جميع أنحاء أوروبا.

في بحث منهجي لنشر  Lieللعمل مع  Friedrich Engelجاء عالم الرياضيات الألماني الشاب  1884وفي عام 

 .(Continuous Groups)نظريته عن الزمر المستمرة 

 
ُ
 .1893˗1890˗1888شرت في الأعوام نتج عن هذا الجهد البحثي ثلاثة مجلدات ن
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هي تطوير نظرية التمثيل في المعادلات التفاضلية التي ستحقق ما فعله  Lieكانت الفكرة البحثية لدى 

Evariste Galois .في المعادلات الجبرية 

كثيرات الحدود المتعامدة ترتبط و  وعلماء آخرون أن المعادلات الأكثر أهمية للدوال الخاصة Lieأظهر 

 بتمثيلات زمر لي.

ر هي بناء نظرية للزمر المستمرة لتكمّ لقد كانت 
ّ
 ل نظرية الزمر.الفكرة في عمل لي المبك

 .Bernhard Riemannوقد جاءت الإضافات الهامة لنظرية الزمر المستمرة من أفكار العالم 

 ونظريته الجديدة. Lieوهكذا تمّ الجمع بين ثلاثة موضوعات رئيسية في الرياضيات من قبل 

 مشكلة البحث: 

  و  يف بجبر ليالتعر 
ً
 إلى التعريف بأهمّ الأمثلة عن هذه الزمر. زمر لي الموافقة له، إضافة

 ،بالعكس.و  توضيح فكرة الانتقال من جبر لي إلى زمرة لي الموافقة له 

 .الوصول إلى زمرة هايزنبرغ، وتوضيح كيفية الانتقال من جبر هايزنبرغ إلى زمرة هايزنبرغ 

 طرائقه: و  مواد البحث

  ي هذا البحث على توضيح التعاريف الأساسية وفق ترتيب  اعتمدنا ف
ً
التي  إلى تعريف الزمر متكامل  وصولا

يخدم الأبحاث التي  خاص في الهندسة والفيزياء، وهي زمرة هايزنبرغ، حيث سيتم تعريفها بشكل   عتمد عليها بشكل  يُ 

 ستقوم على دور هذه الزمر في التطبيقات الرياضية والفيزيائية.

 ئج: النتا

فضاء الحالة لجسيم  نظرية تمثيلاتها في ميكانيك الكم هو فكرة أنّ و  ما يُظهر الارتباط بين هذه الزمرة إنّ 

 لهذه الزمرة مع مجموعة من الانسحابات.
ً
 واحديا

ً
  الكم سيكون تمثيلا

هذا التمثيل فإنّ ، 𝐿2(ℝ)كمؤثرات فوق الفضاء المتجهي غير المنتهي الأبعاد عناصر زمرة هايزنبرغ بتمثيل و 

 . الفيزياءو  هو ما يحقق الاتصال بين زمرة هايزنبرغ

 المناقشة:

 تعاريف أوليّة: 1-1

 [𝟐]:(𝐁𝐢𝐥𝐢𝐧𝐞𝐚𝐫 𝐏𝐫𝐨𝐝𝐮𝐜𝐭)الجداء ثنائي الخطية  :1 - 1 ˗ 1 تعريف

 معرّ  𝐴ليكن 
ً
 فوق حقل فضاءً متجهيا

ً
𝐵: 𝐴، الجداء ثنائي الخطية 𝕂فا × 𝐴 → 𝐴 حقق هو تطبيق ي

,𝑥لأجل  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 الخواص الآتية: 

1- 𝐵(𝑥, 𝑦 + 𝑧) = 𝐵(𝑥, 𝑦) + 𝐵(𝑥, 𝑧) 

2- 𝐵(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = 𝐵(𝑥, 𝑧) + 𝐵(𝑦, 𝑧) 

3- 𝐵(𝑐. 𝑥, 𝑑. 𝑦) = (𝑐𝑑) 𝐵(𝑥, 𝑦)  

,𝑐 حيث 𝑑  مقادير سلمية في𝕂. 
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 واضح أن مصطلح الجداء ثنائي الخطية جاء من كونه خطيّ 
ً
 بالنسبة لكل متغير. ا

 [𝟐]:(𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚 𝐨𝐯𝐞𝐫 𝐚 𝐅𝐢𝐞𝐥𝐝)لجبر فوق الحقل ا :2 ˗ 1 ˗ 1تعريف 

 الجبر هو فضاء متجهي مع جداء ثنائي الخطية.

 يُقال إن الجبر تجميعي إذا حقق:

𝑥(𝑦𝑧) = (𝑥𝑦)𝑧 

,𝟐]:(𝐋𝐢𝐞 𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚)جبر لي  :3 ˗ 1 ˗ 1تعريف  𝟑] 

 فوق حقل  𝑉ليكن 
ً
, ]، وليكن 𝕂فضاءً متجهيّا ]: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉  جداء ثنائي الخطية يحقق لأجل كل

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 الخواص الآتية:  

1- [𝑥, 𝑥] = 0  

,𝑥] -2                             متطابقة جاكوبي [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑧, 𝑥]] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0    

:𝔤ندعو الثنائية  = (𝑉, [ , , ]جبر لي، والجداء  ([  .(مبادل لي) 𝔤 ندعوه قوس لي للجبر [

  :لعلاقةوبأخذ ا 1بالاعتماد على الخاصة 

      0 = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦] = [𝑥, 𝑥] + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑥] + [𝑦, 𝑦]  
,𝑥] :نحصل على العلاقة 𝑦] = −[𝑦, 𝑥]  

  عندئذ  
ً
 .(skew symmetric)نقول إن قوس لي متناظر عكسيّا

  [𝟐] :1 ˗ 1 ˗ 1مثال 

𝑛 وهي مجموعة كل المصفوفات 𝑀𝑛(𝕂)المجموعة  × 𝑛  فوق حقل𝕂 ف المعرّ ، هي جبر لي مع المبادل

,𝐴] :بالشكل 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴  

 .(general linear)ترمز إلى الخطية العامة  𝑔𝑙حيث  𝑔𝑙𝑛نرمز لهذا الجبر لي بالرمز 

 على الحقل  𝑉و كذلك إذا كان 
ً
 هي جبر لي بالنسبة لعملية الجداء: 𝑔𝑙(𝑉)، فإن 𝕂فضاءً متجهيّا

[𝑓, 𝑔] = 𝑓𝑔 − 𝑔𝑓 
 م.و يسمّى الجبر الخطي العا

,𝟐]:(𝐇𝐞𝐢𝐬𝐞𝐧𝐛𝐞𝐫𝐠 𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚)جبر هايزنبرغ  :4 ˗ 1 ˗ 1تعريف  𝟗] 

 :ليكن تمثيل كل عنصر من هذا الفضاء بالشكلو ℝ2𝑛+1ليكن الفضاء المتجهي 

                    (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑡):= (𝑥, 𝑦, 𝑡)  
 المعرّف على النحو: هو جبر لي بالنسبة لجداء لي ℝ2𝑛+1نجد أنّ  عندئذ  

                   [(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑢, 𝑣, 𝑠)] = (0,0, 𝑥𝑣 − 𝑦𝑢)  
 .𝔥𝑛يُدعى هذا الجبر بجبر هايزنبرغ، ويُرمز له بالرمز 

 [𝟐]:(𝐋𝐢𝐞 𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚 𝐇𝐨𝐦𝐨𝐦𝐨𝐫𝐩𝐡𝐢𝐬𝐦)هومومورفيزم جبر لي  :5 ˗ 1 ˗ 1تعريف

,𝔤ليكن  �́�   ي يُدعى التطبيق الخط جبري لي، عندئذ𝜑: 𝔤→ �́� :تشاكل جبور لي إذا كان 

𝜑([𝑥, 𝑦]) = [𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)] ; ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤 
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, ]حيث القوس  , ]، في حين أن القوس 𝔤في الطرف الأيسر هو قوس جبر لي  [ في الطرف الأيمن هو قوس  [

 . �́�جبر لي 

 [𝟐]:(𝐋𝐢𝐞 𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚 𝐑𝐞𝐩𝐬𝐞𝐧𝐞𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧)تمثيل جبر لي  :6 ˗ 1 ˗ 1تعريف 

. إن تمثيل جبر لي هو تشاكل جبر لي  𝑉جبر لي، وليكن  𝔤ليكن 
ً
 ) 𝑔𝑙(𝑉)إلى  𝔤من جبر لي  φفضاءً متجهيا

,𝑥، أي إذا كان ( 𝑉مجموعة كل التحويلات الخطية فوق  𝑦 ∈ 𝔤 فإن تمثيل جبر لي هو التشاكل: 𝜑: 𝔤 →

𝑔𝑙(𝑉) 

,𝜑([𝑥                :بحيث  𝑦]) = [𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)] 
           = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑦)𝜑(𝑥)  

 [𝟐]: تمثيل جبر هايزنبرغ:7 ˗ 1 -1تعريف 

:𝑀بأخذ التطبيق  𝔥𝑛 → 𝑀𝑛+2(ℝ) المعطى بالصيغة:  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

(

 
 

0
0
⋮
0
0

𝑦1
0
⋮
0
0

…
…
⋱
…
…

𝑦𝑛
0
⋮
0
0

𝑡
𝑥1
⋮
𝑥𝑛
0 )

 
  

 :جبر هايزنبرغ المعطى بالصيغة نجد أن هذا التطبيق يأخذ عنصر من

(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑡) 
𝑛)ويعطي مصفوفة من القياس  + 2)2. 

 :1 ˗ 1 – 1ملاحظة 

نلاحظ أننا في تعريف تمثيل جبر لي قلنا أن التمثيل ينقلنا إلى فضاء متجهي، وهذا لا يختلف مع تعريفنا 

𝑛إن المصفوفات هي تحويلات خطية، فالمصفوفة لتمثيل جبر هايزنبرغ، حيث  × 𝑛  هي مؤثر خطي 

 .ℝ𝑛هو تطبيق من جبر هايزنبرغ إلى مؤثر خطي على  𝑀، لذلك فإن التمثيل ℝ𝑛على 

 [𝟐]:2 ˗ 1 – 1ملاحظة 

:𝑀التطبيق  𝔥𝑛 → 𝑀𝑛+2(ℝ) .هو هومومورفيزم جبر لي 

 [𝟐]:الزمرة :8 ˗ 1 ˗ 1تعريف 

  لتكن𝐺 عملية ثنائية على  ◌جموعة غير خاليّة، ولتكن م𝐺 ندعو الثنائية ،(𝐺,◌)  زمرة إذا حققت الشروط

 :الآتية

  المجموعة𝐺 إذا كان  :مغلقة𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺  فإن𝑔1◌𝑔2 ∈ 𝐺  
ً
 .أيضا

  لأجل  :تجميعية ◌العملية𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ 𝐺 فإنه يتحقق:  

 𝑔1◌(𝑔2◌𝑔3) = (𝑔1◌𝑔2)◌𝑔3 
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  المجموعة𝐺  أي إنه يوجد عنصر ،
ً
 حياديا

ً
ℯتحوي عنصرا ∈ 𝐺 بحيث تتحقق العلاقة: ◌ℯ 𝑔 = 𝑔◌ℯ =

𝑔  وذلك لأجل كل𝑔 ∈ 𝐺 . 
  كل عنصر من𝐺 لأجل  :له معكوس𝑔 ∈ 𝐺  يوجد𝑔−1 ∈ 𝐺 بحيث تتحقق العلاقة: 𝑔◌𝑔−1 =

𝑔−1◌𝑔 = ℯ . 

 :لوجيةالزمرة التبو  9 ˗ 1 ˗ 1: تعريف

نقول  تبولوجيا على هذه المجموعة. عندئذ   𝜏و ،𝐺عملية ثنائية على  ◌مجموعة غير خالية، ولتكن  𝐺لتكن 

 :زمرة تبولوجية إذا تحققت الشروط الآتية 𝐺إن 

 زمرة بالمعنى الجبري. (◌,𝐺) -أ 

,𝐺) -ب  𝜏) .فضاء تبولوجي 

:𝑓 التطبيق -ج  𝐺 × 𝐺 → 𝐺  

                 (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥◌𝑦 .هو تطبيق مستمر 
:𝑓بيق التط -د  𝐺 → 𝐺  

 𝑥 ↦ 𝑥−1  هو تطبيق مستمر، حيث𝑥−1  معكوس𝑥  في الزمرة(𝐺,◌). 

 [𝟒]المنطويات التفاضليّة:2 - 1 

 : الخارطة:1 - 2 – 1تعريف 

 للفصل، نسمّي خارطة مفتوحة  𝑀بفرض 
ً
 قابلا

ً
,𝑈)، الزوج المرتب 𝑀على  (خارطة)فضاءً تبولوجيا 𝑋) 

 مُعرّف بالشكل: 𝑋و ،𝑀ئية من مجموعة مفتوحة جز  𝑈حيث 

𝑋:𝑈 → ℝ𝑛 
𝑝 ↦ (𝑥1(𝑝), … , 𝑥𝑛(𝑝)) 

 و هو تقابل مستمر.

 المنطوي التبولوجي: 2 - 2 – 1:تعريف 

 للفصل، 𝑀بفرض 
ً
 قابلا

ً
 مجموعة منتهيّة أو قابلة للعدّ. 𝐼و فضاءً تبولوجيا

 ذا  𝑀نسمّي الفضاء التبولوجي 
ً
 تبولوجيّا

ً
وجدت مجموعة من  ؛ إذا 𝑀𝑛نرمز له بالرمز و  بعد، 𝑛منطويّا

 الخرائط المحليّة :

{(𝑈𝛼 , 𝑋𝛼) ; 𝛼 ∈ 𝐼} 
 بحيث يتحقق ما يأتي:

  من أجل أي𝛼 ∈ 𝐼  فإن المجموعة𝑋𝛼(𝑈𝛼)  هي مجموعة مفتوحة منℝ𝑛. 
 𝑀𝑛 = ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼 

 :𝑴𝒏: أطلس المنطوي التبولوجي 3 - 2 – 1تعريف 

 .𝑀𝑛هو مجموعة الخرائط المحليّة على و  ،𝐴(𝑀𝑛)نرمز له بالرمز 
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 : التطبيق الأملس:4 - 2 – 1تعريف 

,𝑉)لتكن و  ،𝑀𝑛أطلس على  𝐴(𝑀𝑛)و بُعد، 𝑛منطو  تبولوجي ذو  𝑀𝑛بفرض أن  𝑌), (𝑈, 𝑋) 

 . نسمّي التطبيق:𝐴خارطتين من الأطلس 

𝑌◌𝑋−1: 𝑋(𝑈 ∩ 𝑉) → 𝑌(𝑈 ∩ 𝑉) 
(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ↦ (𝑦1(𝑥1, … , 𝑥𝑛), … , 𝑦𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)) 

 إذا كانت دوال الانتقال من الاحداثيات 
ً
 أملسا

ً
,𝑥1)تطبيقا … , 𝑥𝑛)  إلى(𝑦1, … , 𝑦𝑛) 

𝑦1 = 𝑦1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 
…………………… .. 
𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

𝑋(𝑈تملك في النطاق  ∩ 𝑉) ،محدد المصفوفة اليعقوبيّة و  مشتقات  جزئيّة مستمرة من جميع المراتب

 يحقق:

𝑑𝑒𝑡 (
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑘
) ≠ 0 

 الأطلس الأعظمي: 5 - 2 – 1:تعريف 

𝐴بفرض  = {(𝑈𝛼 , 𝑋𝛼)}  ّأطلس على المنطوي التبولوجي𝑀𝑛 نقول عن الأطلس ،𝐴  ّه أعظمي
ّ
على  إن

𝑀𝑛  
ً
 خارطة

ُ
,𝑊)إذا كانت أيّة 𝑍)  مع الأطلس 

ً
حيث تكون الخارطة  بالضرورة يجب أن تنتمي إليه، 𝐴منسجمة

(𝑊, 𝑍)  مع الأطلس 
ً
,𝑈)، إذا كان من أجل أي خارطة  𝐴منسجمة 𝑋)  من𝐴  بحيث(𝑈 ∩𝑊) ≠ 𝜙  ّفإن

 التطبيق:

𝑍◌𝑋−1: 𝑋(𝑈 ∩𝑊) → 𝑍(𝑈 ∩𝑊) 
.
ً
 يكون أملسا

 المنطوي التبولوجي ذو البنية الملساء: - 2 – 1: 7يف تعر 

ه ذو بنية  ملساء إذا وُجد أطلس  𝑀𝑛نقول عن المنطوي التبولوجي 
ّ
 ، يحقق الآتي:𝑀𝑛على  𝐴إن

  من أجل أي خارطتين(𝑋𝛼 , 𝑈𝛼), (𝑋𝛽 , 𝑈𝛽)  من𝐴  بحيث𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ 𝜙  فإنّ التطبيق𝑋𝛽◌𝑋𝛼
−1 

 تطبيق أملس.
 .𝑀𝑛أعظمي على  𝐴الأطلس 

 1 – 2 – 1:ملاحظة 

يمكن إتمامه  𝑀𝑛ذلك لأن أي أطلس على و  ذو بنية ملساء، 𝑀𝑛إن الشرط الأول كاف  للتأكد من أن 

 بصورة وحيدة إلى أطلس أعظمي.

 المنطوي التفاضلي:  - 2 – 1: 8تعريف 

 بعد، إذا كان ذا بنية ملساء.  𝑛إنه منطوي تفاضلي ذو  𝑀𝑛نقول عن المنطوي التبولوجي 
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 زمر لي:  3 – 1

 [𝟑]:(𝐋𝐢𝐞 𝐆𝐫𝐨𝐮𝐩)زمرة لي :1 - 3 ˗ 1تعريف 

 مزوّ  𝐺أملس  زمرة لي عبارة عن منطو  
َ
 :نين الآتيَّ ين الأملسَ د بالتطبيق

                                    𝐺 ∋ 𝑥 ↦ 𝑥−1 ∈ 𝐺  
𝐺                         و  × 𝐺 ∋ (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝑦 ∈ 𝐺 

,𝑥ويحقق لأجل كل  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 الخواص الآتية:  

𝑥(𝑦𝑧) -أ  = (𝑥𝑦)𝑧 

ℯ𝑥 -ب  = 𝑥ℯ = 𝑥 

𝑥𝑥−1 -ج  = 𝑥−1𝑥 = ℯ 

 :1 - 3 ˗ 1ملاحظة 

 إن زمرة لي هي زمرة تبولوجية.

 :مركز الزمرة :2 - 3 ˗ 1تعريف 

𝑎و زمرة، 𝐺لتكن  ∈ 𝐺  نعرف مركز الزمرة  ، عندئذ𝐺  ورمزه𝑍(𝐺) بالشكل: 

𝑍(𝐺) = {𝑎: 𝑎 ∈ 𝐺; 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐺} 

 [𝟑]الزمر عديمة القوى:  :- 3 ˗ 1 3يفتعر 

 :𝐺إنّها عديمة القوى، إذا وجدت متتالية منتهية من الزمر الجزئية في  𝐺نقول عن الزمرة 

{ℯ} = 𝐸 = 𝐺𝑛 ⊂ 𝐺𝑛−1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐺2 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐺0 = 𝐺 
  :تحقق الشروط الآتية

0لأجل كل  -أ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 فإنّ الزمر𝐺𝑖ناظميةّفي𝐺. 

 -ب
𝐺𝑖−1

𝐺𝑖
⁄ ⊆ 𝑍 (𝐺 𝐺𝑖

⁄ 1حيث( ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

عرّف الزمرة الجزئيّة الناظميّة بالشكل:
ُ
 حيث ت

، إذا تحقق 𝐺إنّها ناظميّة في  𝐻. عندئذ  نقول عن الزمرة الجزئيّة 𝐺زمرة جزئيّة من  𝐻و زمرة، 𝐺لتكن 

 الشرط الآتي:

𝑎𝐻 = 𝐻𝑎 ; ∀𝑎 ∈ 𝐺 

𝑎𝐻حيث  = {𝑎ℎ ; ℎ ∈ 𝐻}           و        𝐻𝑎 = {ℎ𝑎 ; ℎ ∈ 𝐻} 

 [𝟐]:التشاكل الزمري  :4- 3 ˗ 1 تعريف

, (𝐻,◌𝐻)لتكن الزمرتان  (𝐺,◌𝐺) ندعو التطبيق .𝜑:𝐺 → 𝐻  بأنه تشاكل زمري إذا حقق لأجل كل

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 الخاصة:  
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                                     𝜑(𝑥 ◌𝐺 𝑦) = 𝜑(𝑥) ◌𝐻 𝜑(𝑦)  

 [𝟕]:(𝐀𝐮𝐭𝐨𝐦𝐨𝐫𝐩𝐡𝐢𝐬𝐦) :5- 3 ˗ 1تعريف 

، ولتكن المجموعةفضاءً متجهيّ  𝑉ليكن 
ً
 :ا

            𝐺 = {𝑓: 𝑉 → 𝑉;خطي وقابل للعكس 𝑓 } = 𝐴𝑢𝑡(𝑉)  
، عندئذ   ◌وليكن 

ً
 داليّا

ً
ل زمرة، يُ  (◌,𝐺)فإنّ الثنائية  تركيبا

ّ
شك

ُ
 .𝐺𝐿(𝑉)رمز لها بالرمز ت

القابلة هي مجموعة المصفوفات  ℝ𝑛فإنّ مجموعة المؤثرات الخطيّة القابلة للقلب على  ℝ𝑛هو  𝑉وعندما 

 𝐺𝐿𝑛(ℝ)رمزها و  للقلب
ً
𝑛لمجموعة المصفوفات  ، ونرمز أيضا × 𝑛  القابلة للقلب فوق حقل𝕂  بالرمز

𝐺𝐿𝑛(𝕂) ّومن ثمّ فإن ،𝐺𝐿𝑛(ℝ)  حالة خاصّة من𝐺𝐿𝑛(𝕂) .)الزمرة الخطيّة العامّة( 

 [𝟐]التمثيل الزمري: :6 - 3 ˗ 1 تعريف

، عندئذ   𝑉ما، وليكن  زمرة (𝐺,◌𝐺)لتكن 
ً
إلى  𝐺من  φفإن التمثيل الزمري هو تشاكل  فضاءً متجهيا

𝐺𝐿(𝑉) ُف بالشكلعرّ ، أي أنه ي: 

,𝑔1لأجل  𝑔2 ∈ 𝐺   ف التمثيلنعر 𝜑:G → 𝐺𝐿(𝑉)  
 𝜑(𝑔1 ◌𝐺  𝑔2) = 𝜑(𝑔1) ◌ 𝜑(𝑔2)  

 [𝟐]:(𝐌𝐚𝐭𝐫𝐢𝐱 𝐋𝐢𝐞 𝐆𝐫𝐨𝐮𝐩)زمرة لي المصفوفية :7- 3 ˗ 1 تعريف

𝐻ندعو الزمرة الجزئية  ⊆ 𝐺𝐿𝑛(𝕂)  بأنها زمرة لي مصفوفية، إذا حققت أنه إن تقاربت متتالية من

𝐴فإنه إما  ، عندئذ  𝐴إلى  𝐻في  {𝐴𝑛}المصفوفات  ∈ 𝐻  أو𝐴   مكافئ يتحقق ذلك إذا  ليس لها معكوس. أي بكلام

 .𝐺𝐿𝑛(𝕂)زمرة جزئية مغلقة في  𝐻كانت 

 [𝟔]:2 - 3 ˗ 1ملاحظة 

  :أفضل الأمثلة عن زمر لي المصفوفية هي الزمر التقليدية المعروفة التي سنذكرها بالجدول الآتي

 تعريفها اسم الزمرة

 الزمرة العموديّة

Orthogonal Group 
𝑂(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ): 𝐴𝐴

𝑇 = 𝐼} 

 الزمرة العموديّة الخاصّة

Special Orthogonal Group 
SO(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ): 𝐴𝐴

𝑇 = 𝐼, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 1} 

 الزمرة الواحديّة

Unitary Group 
𝑈(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℂ): 𝐴𝐴

∗ = 𝐼} 

 الزمرة الواحديّة الخاصّة

Special Unitary Group 
𝑆𝑈(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℂ): 𝐴𝐴

∗ = 𝐼, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 1} 

∗𝐴حيث:  = (�̅�)𝑇. 



 م 2020 ارسم ــ ولالأالعدد  ــ رابعالالمجلد  ــ اتية والتطبيقيةوالحي ةيمجلة العلوم الطبيع ــالمجلة العربية للعلوم ونشر الأبحاث 

 سلامة (53) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

 مفاهيم مرتبطة بجبر لي: 5 – 1

 [𝟔]: جبر لي الجزئي: 1 – 5 - 1تعريف 

𝔥جبر لي، ندعو الفضاء الجزئي  𝔤ليكن  ⊂ 𝔤  بأنه جبر لي جزئي إذا تحققت لأجل أي𝑥, 𝑦 ∈ 𝔥 العلاقة: 

[𝑥, 𝑦] ∈ 𝔥. 

 [𝟔]المثالي في جبر لي:  :– 5 - 1 2تعريف

𝔥دعى الفضاء الجزئي يُ  ⊂ 𝔤 بأنه مثالية (ideal) إذا تحقق أنه لأجل ،𝑥 ∈ 𝔤 و𝑦 ∈ 𝔥  يكون

[𝑥, 𝑦] ∈ 𝔥. 

 [𝟑]: 1 – 5 - 1ملاحظة 

 مع بنية جبر لي. (في كل نقطة  ) 𝐺سنقوم الآن بتعريف الفضاء المماس ي لزمرة لي 

 
ً
 [2] :المفاهيم الآتية لنوّضح أولا

𝑓:Ω                                                     لتكن → 𝔼  

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥)                                                                           
ة من المجموعة الجزئية المفتوحة 

ّ
. ‖المزوّد بالنظيم  𝔼إلى فضاء باناخ  ℝ𝑛من  Ωدال ‖𝔼 نقول عن ،

ة 
ّ
𝑥0إنّها قابلة للاشتقاق في النقطة  𝑓الدال ∈ Ω  إذا وجد تطبيق خطي�́�(𝑥0): ℝ

𝑛 → 𝔼 تتحقق  بحيث

 :العلاقة

1

|𝑥 − 𝑥0|ℝ𝑛
‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − �́�(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)‖𝔼  𝑥→𝑥0 

→    0 
 .𝑥0في  𝑓مشتقة  �́�(𝑥0)ندعو 

𝑥إذا كان التطبيق  𝐶1من الصف  𝑓نقول إنّ  ↦ �́�(𝑥)  ّونقول إن ،
ً
إذا كان  𝐶2من الصف  𝑓مستمرا

𝑥التطبيق  ↦ �́�(𝑥)  من الصف𝐶1...وهكذا ، 

ة 
ّ
…,1,2الجزئية من المراتب إذا وفقط إذا كانت جميع المشتقات  𝐶𝑘من الصف  𝑓وتكون الدال , 𝑘  

 موجودة ومستمرة.

𝑘لأجل كل  𝐶𝑘من الصف  𝑓إذا كان  ∞𝐶من الصف  𝑓ونقول إنّ  ∈ ℕ في هذه الحالة يكون .

𝐶∞ = ⋂ 𝐶𝑘∞
𝑘=1. 

 [𝟑]: – 5 - 1 3تعريف

:𝑋(𝑥) ندعو التطبيق 𝐶
∞(𝐺) → ℝ  ه متجه مماس ي

ّ
𝑥في  𝐺 لبأن ∈ 𝐺الشروط ، إذا تحققت: 

𝑋(𝑥)(𝑓 -أ  + 𝑔) = 𝑋(𝑥)𝑓 + 𝑋(𝑥)𝑔  

𝑋(𝑥)(𝑓𝑔) -ب  = 𝑋(𝑥)(𝑓) 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) 𝑋(𝑥)(𝑔)  

𝑥في  𝐺الفضاء المماس ي للزمرة  ∈ 𝐺 هو فضاء جميع المتجهات المماسيّة في ،𝑥 وهو فضاء منتهي البعد ،

  .𝑇𝑥𝐺، ونرمز لهذا الفضاء بالرمز على اعتبارها منطو   𝐺لبعد الزمرة  حيث إنّ بعده مساو  
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,𝟐]: (𝐌𝐚𝐭𝐫𝐢𝐱 𝐄𝐱𝐩𝐨𝐧𝐞𝐧𝐭𝐢𝐚𝐥)أس مصفوفة  :– 5 - 1 4تعريف 𝟔] 

𝑛مصفوفة من الشكل  𝐴لتكن  × 𝑛  فإن أس المصفوفة  ، عندئذ𝐴  ُف بالشكلعرّ ي: 

ℯ𝐴 =∑
𝐴𝑛

𝑛!
= 𝐼 + 𝐴 +

1

2
𝐴2 +

1

6
𝐴3… 

  تبدو هذه الصيغة
ً
  مألوفة، فهي مطابقة تماما

ً
من العدد أو  لنشر تايلور للدوال الأسية، باستثناء أنه بدلا

  𝑒𝑥𝑝(𝐴)ممكن أخذ الرمز  )المتغير في النشر فإنه لدينا هنا مصفوفة 
ً
 .( ℯ𝐴من  بدلا

 [𝟒]:بالمنطوياتمفاهيم مرتبطة  6 – 1

 الدالة الملساء في المنطويات: :– 6 - 1 1تعريف

𝑓:𝑀𝑛عن الدالة الحقيقية  نقول  → ℝ  إنَها دالة ملساء في النقطة𝑝 ∈ 𝑀𝑛،  و 
ً
نرمز لذلك اختصارا

𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑝)  إذا أمكن إيجاد خارطة محليّة(𝑈, 𝑋) و𝑝 ∈ 𝑈  بحيث يكون للدالة𝜑 = 𝑓 ○ 𝑋−1  في الجوار

𝑋(𝑈) ⊂ ℝ𝑛.مشتقات جزئية مستمرة من جميع المراتب 

 إذا كانت ملساء في كل نقطة من نقاطه. 𝑀𝑛إنَها دالة ملساء على  𝑓 و نقول عن الدالة

𝑝للنقطة  𝑈صف الدوال الملساء في جوار  𝐶∞(𝑝)و نقصد بالرمز  ∈ 𝑀𝑛.  نرمز لصف الدوال الملساء و

 .𝐶∞( 𝑀𝑛) ب 𝑀𝑛على المنطوي الأملس 

 الفضاء المماس ي: :– 6 - 1 2تعريف

ماس ي: لتوضيح مفهوم متجه المماس لمنطو  أملس بنقطة ما فيه لا بدَ من توضيح العلاقة المهمَة المتجه الم

 عملية المشتق باتجاه هذا المتجه لدالة في هذا الفضاء.و  ℝ𝑛بين متجه في نقطة من الفضاء 

 من الفضاء  𝜉𝑝ليكن 
ً
𝑝مُعطى في النقطة  ℝ𝑛متجها ∈ ℝ𝑛. و𝑓 لساء مُعرَفة في جوار دالة حقيقية م𝑈 

 .𝑝للنقطة 

 يُعطى بالعلاقة: 𝜉𝑝باتجاه المتجه  𝑓إنَ المشتق للدالة 

𝜕𝑓

𝜕𝜉
|
𝑝

=∑𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓(𝑝)

𝑛

𝑖=1

 

 .𝜉𝑝𝑓 بو نرمز له 

عرَف دالة 
ُ
 :ℝقيقية إلى مجموعة الأعداد الح 𝐶∞(𝑝)من المجموعة  𝜉𝑝و بذلك يمكننا أن ن

𝜉𝑝 ∶ 𝐶
∞(𝑝) → ℝ 

𝜉𝑝(𝑓(𝑝)) بالشكل: = 𝜉𝑝𝑓،  تحقق الخواص الآتية:و 

 𝜉𝑝(𝑓 + 𝑔) = 𝜉𝑝𝑓 + 𝜉𝑝𝑔 

 𝜉𝑝(𝛼𝑓) = 𝛼𝜉𝑝𝑓 

 𝜉𝑝(𝑓. 𝑔) = 𝜉𝑝𝑓. 𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝). 𝜉𝑝𝑔 

,𝑓و ذلك من أجل أي دالتين:  𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑝) , 𝛼 ∈ ℝ . 
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 سلامة (55) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

 :– 6 - 1 1 ملاحظة

 من المفيد هنا التأكيد على الحقيقة الآتية:

:𝜇بفرض أنّ  𝐶∞(𝑝) → ℝ  :دالة ما تحقق ما يلي 

 𝜇(𝑓 + 𝑔) = 𝜇𝑓 + 𝜇𝑔 

 𝜇(𝛼𝑓) = 𝛼𝜇(𝑓) 

 𝜇(𝑓. 𝑔) = 𝜇(𝑓). 𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝). 𝜇(𝑔) 

𝜉𝑝𝑓بحيث إنَ:  𝜉𝑝عندئذ  يوجد متجه وحيد  = 𝜇(𝑓)،  ذلك لأجل أي دالة و𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑝). 

التطبيقات التي تحقق العلاقات السابقة، وتسمح و  ،ℝ𝑛 بهذا الشكل يمكننا أن نطابق ما بين المتجهات من

 لنا بذلك أن نقابل كل متجه بتفاضل دالة ملساء باتجاه هذا المتجه.

 متجه المماس لمنطوٍ أملس في نقطة ما منه:: – 6 - 1 3تعريف

 :𝑋𝑝منه هو دالة حقيقية  𝑝في النقطة  𝑀𝑛متجه المماس لمنطو  لأملس 

𝑋𝑝: 𝐶
∞(𝑝) → ℝ 

قابَل كل دالة ملساء 
ُ
𝑓بحيث ت ∈ 𝐶∞(𝑝)  بالعدد𝑋𝑝𝑓  تحقق الخواص الآتية: و 

 𝑋𝑝(𝑓 + 𝑔) = 𝑋𝑝𝑓 + 𝑋𝑝𝑔 

 𝑋𝑝(𝛼𝑓) = 𝛼𝑋𝑝𝑓 

 𝑋𝑝(𝑓. 𝑔) = 𝑋𝑝𝑓. 𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝). 𝑋𝑝𝑔 

,𝑓و ذلك من أجل أي دالتين:  𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑝) , 𝛼 ∈ ℝ . 

 الفضاء المتجهي المماس ي: :– 6 - 1 4تعريف

𝑇𝑝(𝑀بفرض أنّ 
𝑛)  لهي مجموعة جميع المتجهات المماسة 𝑀𝑛  في𝑝 ّه من الواضح أن

ّ
 . حيث إن

𝑇𝑝(𝑀
𝑛) .ليست مجموعة خالية فالمتجه الصفري ينتمي إليها 

 ضرب متجه مماس ي بعدد حقيقي.و  ف على هذه المجموعة عمليتي جمع متجهين مماسيينلنعرّ 

,𝑋𝑝بفرض أنّ  𝑌𝑝 ∈ 𝑇𝑝(𝑀
𝑛) و𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑝)  حيث و𝛼 ∈ ℝ :نفرض 

 (𝑋𝑝 + 𝑌𝑝)𝑓 = 𝑋𝑝(𝑓) + 𝑌𝑝(𝑓) 

 (𝛼𝑋𝑝)𝑓 = 𝛼𝑋𝑝𝑓 

حاصل ضرب متجه مماس ي بعدد هو متجه مماس ي. و  ن مماسيينيمكننا التأكد بسهولة من أنّ مجموع متجهي

𝑇𝑝(𝑀لذلك فإنّ 
𝑛)  يسمى الفضاء المتجهي المماس ي على 

ً
في  𝑀𝑛بالنسبة للعمليتين المذكورتين تشكل فضاءً متجها

 منه. 𝑝النقطة 
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 سلامة (56) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

 الانتقال من زمرة لي إلى جبر لي: :– 6 - 1 2ملاحظة

ه و  ،𝐺يشكل جبر لي يُدعى جبر لي للزمرة 𝐺 (𝑇𝑒𝐺)صر الوحدة لزمرة لي إنّ الفضاء المماس ي في عن
ّ
ذلك لأن

 
ً
ذلك بانسحاب يساري و  يمكن تمديد أي متجه مماس في عنصر الوحدة لزمرة لي إلى حقل متجهي لا متغير يساريا

 لمتجه المماس إلى نقاط أخرى من المنطوي.

,𝟐] :(𝐇𝐞𝐢𝐬𝐞𝐧𝐛𝐞𝐫𝐠 𝐠𝐫𝐨𝐮𝐩)زمرة هايزنبرغ  7 – 1 𝟖] 

ن أنّ أس هذا الجبر هو في الواقع زمرة لي ندعوها زمرة نبيّ و  بمُجمله، 𝔥𝑛أس جبر لي هايزنبرغ سنأخذ الآن 

 هايزنبرغ. ثمّ سنعرض بعض التعريفات المرتبطة بهذه الزمرة.

 : (𝐄𝐱𝐩𝐨𝐧𝐞𝐧𝐭𝐢𝐚𝐥 𝐨𝐟 𝐇𝐞𝐢𝐬𝐞𝐧𝐛𝐞𝐫𝐠 𝐀𝐥𝐠𝐞𝐛𝐫𝐚)أس جبر هايزنبرغ  1 - 7 - 1

,𝑥)يمكننا تمثيل العنصر  𝑦, 𝑡) ∈ 𝔥𝑛  بالمصفوفة𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ّونعلم أن ،: 

                     𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)2 = 𝑀(0,0, 𝑥𝑦)  
 
ً
,𝑀(𝑥                       :ويكون أيضا 𝑦, 𝑡)3 = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)2.𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

                    = 𝑀(0,0, 𝑥𝑦) .𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀(0,0,0)  
 أي إنّها مساوية للمصفوفة ا

ً
جداء أي مصفوفة بالمصفوفة الصفرية سيعطينا مصفوفة  لصفريّة، وطبعا

 :صفرية، وبالتالي نحصل على العلاقة

                          𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑛 = 𝑀(0,0,0) ;       ∀𝑛 ≥ 3  
,𝑀(𝑥والآن لنبحث عن أس المصفوفة  𝑦, 𝑡): 

           𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝐼 +𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
1

2
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)2 +

1

6
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)3 +⋯  

                                = 𝐼 +𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
1

2
𝑀(0,0, 𝑥𝑦) 

                                = 𝐼 +𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑡 +
1

2
𝑥𝑦) 

,𝑚(𝑥 :ولأجل التوضيح نفرض 𝑦, 𝑡) = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐼 

 مع قطر مكوّن من الواحدات. 𝑀هي ببساطة كالمصفوفة  𝑚وبسهولة نلاحظ أنّ 

 :باستخدام هذا التعريف الجديد، وبأخذ العلاقة

                     𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝑚 (𝑥, 𝑦, 𝑡 +
1

2
𝑥𝑦)  

 .𝔥𝑛نكون قد قمنا بأخذ أس عنصر من الجبر 

  𝔥𝑛إنّ هدفنا هو أخذ الأس للجبر 
ً
 :، وهذا ما نجده من خلال العلاقة الآتيةكاملا

𝑒𝑥𝑝{𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡); 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ} = {𝑚 (𝑥, 𝑦, 𝑡 +
1

2
𝑥𝑦) ; 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ} 

                                                       = {𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡); 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ} 
𝑡حيث استخدمنا حقيقة أنّ مجموعة العناصر من الشكل  +

1

2
𝑥𝑦  مطابقة لمجموعة العناصر من الشكل

𝑡حيث  ؛𝑡 .عدد حقيقي 

 :أصبح لدينا الآن السلسلة الآتية من التطبيقات

{(𝑥, 𝑦, 𝑡)}
𝑀
→ {𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)}

𝑒𝑥𝑝
→ {𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡)} 
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 سلامة (57) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

,𝑚(𝑥}ندعو  𝑦, 𝑡)}  غ المستقطبة زمرة هايزنبر(Polarized Heisenberg group) ونرمز لها ،

ℍ𝑝𝑜𝑙بالرمز 
𝑛  ّفة على الزمرة هي جداء المصفوفات بالشكلحيث إنّ عمليّة التشكيل المعر: 

𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) .𝑚(𝑢, 𝑣, 𝑠) = 𝑚(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 + 𝑢𝑦) (1.1) 
 :رة المستقطبة بالشكل، وتعريف الزم𝑚في الواقع في معظم الأحيان نقوم بإبعاد 

ℍ𝑝𝑜𝑙
𝑛 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ ℝ2𝑛+1: (𝑥, 𝑦, 𝑡). (𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 + 𝑢𝑦)} 

 
ً
 آخر للزمرة كمجموعة  و إضافة

ٌ
,𝑀(𝑥}إلى هذا التعريف يوجد تعريف 𝑦, 𝑡)}. 

,𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑥لنستخدم المجموعة  𝑦, 𝑡))وبالطبع فإنّ الحالتين متشابهتان مع بعض ا ، 
ً
 ما. لاختلاف نوعا

 :للتحقق من ذلك، لنكتب

𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)). 𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑠)) = 𝑚 (𝑥, 𝑦, 𝑡 +
1

2
𝑥𝑦) .𝑚 (𝑢, 𝑣, 𝑠 +

1

2
𝑢𝑣) 

= 𝑚(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑥𝑦 + 𝑢𝑣) + 𝑢𝑦) 

= 𝑒𝑥𝑝(𝑀(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢𝑦 − 𝑣𝑥))) 

 :الآتية إنّ العلاقة الأخيرة تنتج من الحقيقة

𝑒𝑥𝑝 (𝑀 (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢𝑦 − 𝑣𝑥))) =

= 𝑚(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢𝑦 − 𝑣𝑥) +

1

2
(𝑥 + 𝑢)(𝑦 + 𝑣)) 

= 𝑚(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝑢𝑦 −

1

2
𝑣𝑥 +

1

2
𝑥𝑦 +

1

2
𝑥𝑣 +

1

2
𝑢𝑦 +

1

2
𝑢𝑣) 

= 𝑚(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑥𝑦 + 𝑢𝑣) + 𝑢𝑦) 

 بواحتفظنا فقط  𝑒𝑥𝑝𝑀ن على عملية تشكيل زمرة هايزنبرغ، وإن أهملنا الأس لقد حصلنا الآ 

(𝑥, 𝑦, 𝑡) نا نحصل على تعريف زمرة هايزنبرغ ورمزها
ّ
 :بالشكل ℍ𝑛، فإن

ℍ𝑛 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ ℝ2𝑛+1: (𝑥, 𝑦, 𝑡). (𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢𝑦 − 𝑣𝑥))}  

 (1.2) 

 [𝟖]:  1 - 7 - 1ملاحظة 

ℍ𝑝𝑜𝑙)زمرة هايزنبرغ، ولتكن  (◌,ℍ𝑛)لتكن 
𝑛 ,◌𝑝)  ّف التطبيقزمرة هايزنبرغ مستقطبة، ولنعر 

𝜑:ℍ𝑛 → ℍ𝑝𝑜𝑙
𝑛 بالشكل: 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥, 𝑦, 𝑡 +

1

2
𝑥𝑦)  بسهولة نجد أنّ التطبيق  ، عندئذ

φ  هو تماثل بينℍ𝑛 وℍ𝑝𝑜𝑙
𝑛. 

 [𝟖]:  2 - 7 - 1ملاحظة 

 
ً
ين للزمرتين متكافئان نظرا

َ
 لوجود تماثل  بينهما. إنّ التعريفين السابق
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 سلامة (58) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

 [𝟖]:  3 - 7 - 1ملاحظة

2𝑛)لدينا في زمرة هايزنبرغ  +  بالشكل (1
ً
، معطاة  بوسيط  واحد 

ٌ
 جزئية

ٌ
 :زمرة

𝐺𝑗 = {(𝑡ℯ𝑗 , 0,0): 𝑡 ∈ ℝ} 
 𝐺𝑛+𝑗 = {(0, 𝑡ℯ𝑗 , 0): 𝑡 ∈ ℝ} ,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝐺2𝑛+1و  = {(0,0, 𝑡): 𝑡 ∈ ℝ} 
 .ℝ𝑛هي المتجهات الإحداثيّة في  ℯ𝑗حيث 

2𝑛)ومقابل هذه الزمر الجزئيّة ذات الوسيط الواحد لدينا  + ، يعطى  (1
ً
 يساريّا

ً
 لا متغيّرا

ً
 متجها

ً
حقلا

 [1,5] :بالشكل

𝑋𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
−
1

2
𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑡
) , 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

𝑌𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑦𝑗
+
1

2
𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑡
) , 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

𝑇و  =
𝜕

𝜕𝑡
 

2𝑛)إنّ هذه الحقول المتجهة التي عددها  +  لزمرة هايزنبرغ. 𝔥𝑛توّلد جبر لي  (1

 :وتكون علاقة التبادل الوحيدة غير التافهة هي

[𝑋𝑗 , 𝑌𝑗] = 𝑇 , 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 
 ه الحقول المتجهة متماثل مع جبر لي المعرّف وكما هو معروف فإنّ جبر لي المعرّف على هذ

,𝑀(𝑥على المصفوفات  𝑦, 𝑡) وبالتالي ،𝔥𝑛 ،بالنتيجة فإنّ و  هو جبر لي عديم القوىℍ𝑛  هي زمرة لي

 عديمة القوى.

 [𝟖]:  1 - 7 - 1نتيجة 

ℝ𝑛بالمطابقة بين  ×ℝ𝑛 وℂ𝑛  ه يمكن كتابة الصيغة
ّ
𝑢𝑦)نجد أن − 𝑣𝑥) لشكل با𝐼𝑚(𝑧. �̅�) ، 

𝑧حيث  = 𝑥 + 𝑖𝑦 و𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣. 

ℍ𝑛 وبذلك نحصل على تعريف زمرة هايزنبرغ = ℂ𝑛 ×ℝ  ّعر
ُ
 :ف كالآتيالمعروف وفق قانون التشكيل الم

(𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. �̅�)) (1.3) 

,𝟐]الخلاصة:  𝟑, 𝟖] 

من المرتبة و  ن المصفوفات المثلثيّة العليا ذات القيم الحقيقية،إذا عرفنا زمرة هايزنبرغ بأنّها مجموعة م

3 × 3: 

ℍ𝑛 = {(
1 𝑦 𝑡
0 1 𝑥
0 0 1

) ;  𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ ℝ} 

 فنجد أنّ هذه الزمرة ليست تبديلية.

,𝑥)يمكن تعريف عناصر زمرة هايزنبرغ على أنّها ثلاثيّات من الشكل و  هذا 𝑦, 𝑡) مع قانون التشكيل الآتي: 



 م 2020 ارسم ــ ولالأالعدد  ــ رابعالالمجلد  ــ اتية والتطبيقيةوالحي ةيمجلة العلوم الطبيع ــالمجلة العربية للعلوم ونشر الأبحاث 

 سلامة (59) )زمرة هايزنبرغ( دراسة في زمر لي وأهم الأمثلة عنها
 

ℍ𝑛 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ ℝ2𝑛+1: (𝑥, 𝑦, 𝑡). (𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢𝑦 − 𝑣𝑥))} 

,𝑥)، ونظير العنصر (0,0,0)إنّ الحيادي في زمرة هايزنبرغ هو  𝑦, 𝑡) هو العنصر 

 (𝑥, 𝑦, 𝑡)−1 = (−𝑥,−𝑦,−𝑡). 
 :بالعلاقة ℍ𝑛و يُعرّف مركز الزمرة 

𝑍(ℍ𝑛) = {(0,0, 𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} 
 .ℝماثل مع وهو مت

 التوصيات: 

 
ً
توضيح الأهمية الفيزيائية و  ،على ما تمّ توضيحه نوص ي بعد تقديمنا لهذا البحث بالمتابعة اعتمادا

ة بما في ذلك زمرة هايزنبرغ تدخل في العديد من المجالات التطبيقيّ  إنّ و  مستقبلية. والهندسية لهذه الزمر في أبحاث  

عتبر هذه الزمرة و  ذاه الجوانب المختلفة لميكانيك الكم.
ُ
 ت

ً
 هامّ  الأكثر شهرة

ً
 في في زمر لي عديمة القوى، وتلعب دورا

ً
ا

 إلى أنّ ة، ونظريّ ة الجزئيّ ضليّ افالتة التمثيل، المعادلات العديد من فروع الرياضيات، مثل نظريّ 
ً
ها ة الأعداد... إضافة

 في الحصول على نتائج  
ً
 ملحوظا

ً
قدّم توسعا

ُ
  توافقي الإقليدي.في التحليل ال ة  مهمّ  ت
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