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Abstract: The main aim to this research is to reduce the boundary value problem for fourth differential equation on 

geometric graph with cycles to a problem on a internal edge provided that the right hand side of the differential equation is 

identically zero on some subgraph of the original graph, and in this research we find the sign of some coefficients in the 

boundary conditions of the reduced problem and relationship between these coefficients. That's helping us to prove 

existence and uniqueness for a boundary value problem resulting from this reduction. 

In order to reach our desired goal, we study the reduction method of boundary value problem for fourth differential 

equation on tree geometric graph(no cycles), finally we can say that our research help us to study green function on 

edge(interval) instead of complex sty ding on geometric graph(with cycles).  
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ية لمعادلة تفاضلية عادية من المرتبة الرابعة مع شروط مسألة قيم حدنقل دراسة  إنَّ الهدف الرئيس من هذا البحث هو الملخص:

سألة على ححد اأضضاع  الداللية لهذا البيان، بفر  حن  الررف اأضينن إلى دراسة هذه الملى بيان هندس ي يحوي حلقات، ع حدية

 للصفر على بيان جزئي من البيان اأضصلي. حيث تسنح هذ
ً
ه الرريقة بالتعبير عن حي دالي للنعادلة التفاضلية المدروسة يكون مرابقا

الاهتنام بدراسة  منا يُجنبقيم هذه الحلول ومشتقاتها. لعلى شكل تركيب لري من البيان على بيان جزئي المسألة المدروسة لحلول 

مع من البيان ما تبقى دراسة مسألة القيم الحدية متعددة النقرية على إلى والانتقال  ى ذلك البيان الجزئي،مسألة القيم الحدية عل

والعاعقات بين هذه  هذا الانتقالللنسألة الناتجة عن  إشارة بعض معاماعت الشروط الحدية. ويترلب ذلك دراسة الشروط المعاد ترتيبها

،ساعيُ  مناالمعاماعت، 
ً
لى هذا الانتقال وكذلك دراسة غرين عفي إثبات وجود ووحدانية الحل لمسألة القيم الحدية الناتجة عن  د، لاحقا

 من دراستها المعقدة على البيان الهندس ي الذي يحوي حلقات.
ً
وكي نصل إلى هدفنا هذا، اعتندنا على حسلوبٍ مُشابه في  ضلع )مجال( بدلا

 حالة بيان شجرة. 

https://doi.org/10.26389/AJSRP.A110919
https://www.ajsrp.com/
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  .وجود ووحدانيةحدية، بيان هندس ي، طريقة التخفيض،  ةمسألة قين الكلمات المفتاحية:

 المقدمة:

 لحدية من حجل معادلات تفاضلية عادية من المرتبة الثانية على البيان الهندس يمسائل القيم ا بدحت دراسة

 بشكل جدي في ثنانينات القرن العشرين
ً
. وقد  (Pokornyi & Borovskikh, 2004- Pokornyi, et al., 2008)، مثاع

ة من قضبان ظهرت هذه المسائل عند وصف جنل من اأضوتار مرتبرة بعضها ببعض. وكذلك درست الجنل المؤلف

مرتبرة بعضها ببعض، حيث إن اهتزازاتها المرنة توصف بنعادلات تفاضلية عادية من المرتبة الرابعة على البيان 

 -Borovskikh & Lazarev, 2004- Pokornyi & Mustafokulov, 1997- Mustafokulov & Soliev, 2014) الهندس ي

Lagnese, et al., 1993.)  

 & Pokornyi) ي بدحت دراسة هذا النو  من المسائل باستخدام طريقة التخفيضوفي بداية القرن الحال

Borovskikh, 2004) مسألة قيم حدية لمعادلة تفاضلية من المرتبة الرابعة عند دراسة رريقة هذه ال. وقد استُخدمت

 
ً
 مرنا

ً
بيننا ،  (Pokornyi & Borovskikh, 2004)على البيان الهندس ي في حال كان الارتباط عند العقد الداللية ارتباطا

 ,Kulaev) البيان شجرة فقط في حالة عند العقد الداللية غير المرن  الارتباط ةحال اقتصرت الدراسات السابقة على

2014) . 

وذلك لحل مسائل قيم حدية متنوعة لمعادلات الهندس ي  كنا استُخدمت طريقة التخفيض على البيان

 . (Kulaev, et al., 2018) تفاضلية جزئية

 مشكلة البحث:

مسألة قيم حدية لمعادلة تفاضلية عادية من )نقل دراسة  في طريقة التخفيض لا تكنن الصعوبة فقط

، إلى دراسة هذه المسألة على ضلع داللي من حلقة البيان( 1ة، الشكل يحوي حلق Γالمرتبة الرابعة على بيان هندس ي 

 في إننا و 
ً
عوبة الكبيرة في معرفة ودراسة إشارة معاماعت المسألة الناتجة عن هذا . فقد ظهرت الصكيفية إثباتها حيضا

 الانتقال والعاعقات بينها. 

 المسألة المدروسة: 

 المعادلة التفاضلية التالية:  Γ ندرس على البيان

(1) 𝐿𝑢 ≡ (𝑝(𝑥)𝑢′′)′′ − (𝑞(𝑥)𝑢′)′ = 𝑓(𝑥);  𝑥 ∈ Γ 
(1′) 𝐿𝑢 ≡ (𝑝(𝑥)𝑢′′)′′ − (𝑞(𝑥)𝑢′)′ = 0;  𝑥 ∈ Γ 

 ويحقق الحل عند العقد الحدية الشروط:

(2) 𝑢(𝑏) = 0 ;  𝑏 ∈ 𝜕Γ 
(3) 𝜗(𝑏)𝑢′(𝑏) + 𝛽(𝑏)𝑢′′(𝑏) = 0 ;  𝑏 ∈ 𝜕Γ 

𝑎ويحقق عند العقد الداللية الشروط:  ∈ 𝐽(𝛤) 

(4) 𝑢𝑖(𝑎) = 𝑢𝑘(𝑎), 𝑢𝑖
′(𝑎) = 𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢𝑘

′ (𝑎) + 𝛼𝑗𝑖(𝑎)𝑢𝑗
′(𝑎)  

,𝑖حيث  𝑗, 𝑘  حدلة للأضاع  المرتبرة بالعقدة𝑎  كنا حننا نسمي في هذ الحالة𝑗  و𝑘  دليلين حساسيين

 .𝑖بالنسبة إلى 

(5) ∑ 𝑝𝑖(𝑎)𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢𝑖
′′(𝑎)

𝑖∈𝐼(𝑎)

= 0 , ∑ 𝑝𝑖(𝑎)𝛼𝑗𝑖(𝑎)𝑢𝑖
′′(𝑎)

𝑖∈𝐼(𝑎)

= 0 
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(6) ∑ 𝐷3𝑢𝑣(𝑎)

𝑖∈𝐼(𝑎)

= 0 ;  𝑎 ∈ 𝐽(Γ) 

𝐷3𝑢سوف نفر  حن كل المشتقات محسوبة، بنا فيها  = (𝑝(𝑥)𝑢′′)′ − 𝑞(𝑥)𝑢′ بالاتجاه "إلى ،

𝛼𝑘𝑘(𝑎)فهي تحقق العاعقات:  (4) و (5)العقدة"، حما المعاماعت في  = 𝛼𝑗𝑗(𝑎) = 𝛼𝑘𝑗(𝑎)و  1 =

𝛼𝑗𝑘(𝑎) = 0. 

 الشروط الربيعية(:
ً
 ونفتر ، تحقق الشروط )سنرلق عليها التصارا

1.  𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2[Γ] , 𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝛤 𝑝(𝑥) > 0, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[Γ], 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶1[Γ], 𝑞(𝑥) ≥ 0; 𝑥 ∈ Γ  
2. 𝛽(𝑏) ≥ 0, 𝜗(𝑏) ≥ 0 , 𝜗(𝑏) + 𝛽(𝑏) ≠ 0 ; ∀𝑏 ∈ 𝜕Γ. 
3. 𝛼𝑘𝑖(𝑎) < 0, 𝛼𝑗𝑖(𝑎) < 0 ; ∀𝑎 ∈ 𝐽(Γ) , ∀𝑖 ∈ 𝐼(𝑎)\{𝑗, 𝑘}. 

  
 يحوي حلقة 𝚪نموذج بسيط لبيان  𝟏الشكل 

 هداف البحثأتوضيح 

 تعريف المفاهيم 

 هدف البحث:

يهدف البحث إلى نقل دراسة مسألة القيم الحدية من بيان يحوي حلقة إلى ضلع داللي من الحلقة، 

 (.Kulaev, 2014معتندين على دراسة مشابهة من اجل بيان شجرة )

 مفاهيم أساسية:تعاريف و 

ر بالتعاريف اأضساسية لنظرية مسائل القيم الحدية على البيان الهندس ي
 
 ,Pokornyi & Borovskikh) نذك

2004). 
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 البيان الهندس ي

، غير متقاطعة مثنى ℝnهو اجتنا  مجنوعة مجالات مفتوحة، في  Γالبيان الهندس ي )الشبكة الفضائية( 

𝑖، حيث 𝛾𝑖مثنى  = 1,2, … , 𝑚  التي هي طرف  -، )تسمى حضاع  البيان( وبعض اأضطراف المشتركة لهذه اأضضاع

 (، بحيث يكون هذا الاجتنا  مترابط. J(Γ)مشترك لضلعين على اأضقل )تسمى العقد الداللية للبيان ويُرمز لها بالرمز 

ونرمز لمجنوعة العقد الحدية للبيان  Γد الحدية للبيانالعقالتي لا تنتمي إلى  𝛾𝑖نسمى حطراف المجالات 

 . 𝑉(Γ). ونرمز لمجنوعة جنيع عقد البيان بالرمز Γ��بالرمز

مجاور للعقدة  𝛾𝑖( عندها نقول إنَّ الضلع 𝛾𝑖)طرف للنجال  𝛾𝑖هي نقرة نهاية للضلع  𝑎إذا كانت العقدة 

𝑎 ة للعقدة الداللية . ونرمز لمجنوعة حدلة اأضضاع  المجاور𝑎  بالرمز𝐼(𝑎) . 

ف البيان الجزئي من البيان   .Γعلى حنه مجنوعة جزئية مترابرة من البيان  Γيُعر 

عر ف على البيان الدالة الحقيقية 
ُ
𝑢: Γن ⟶ ℝ ونرمز لمقصور الدالة ،𝑢  على الضلع𝛾𝑖  بـ𝑢𝑖. 

 بالنهاية: 𝑑ونعر ف قينة الدالة عند العقدة 

𝑢𝑖(𝑑) = lim
𝑥⟶𝑑
𝑥∈𝛾𝑖

𝑢𝑖(𝑥) 

)ناعحظ حننا لم نشترط  𝐶[Γ]بـ  Γنرمز لفضاء الدوال المستنرة بانتظام على كل ضلع من حضاع  البيان 

ه ليس بالضرورة تساوي 𝐶[Γ]استنرار الدوال على كامل البيان في الفضاء  عند  𝑢𝑖(𝑎)و  𝑢𝑘(𝑎)(، وعليه فإنَّ

𝑘حيث  𝑎ة الداللية العقد ≠ 𝑖 ∈ 𝐼(𝑎). 

𝐶[Γ]، ناعحظ حنَّ Γلفضاء الدوال المستنرة بانتظام على البيان  𝐶(Γ)ونرمز بـ  ⊆ 𝐶(Γ). 

ِّف الدالة  مشتق الدالة على البيان:
عر 

ُ
𝜏(𝑥)ن ∈ 𝐶[Γ]  كتربيق تقابل من الضلع𝛾𝑖  0)إلى, 𝑙𝑖)  حيث

𝑙𝑖 > عرف الدالة  0
ُ
 𝛾𝑖على الضلع  𝜏( من حجل مقصور الدالة 𝛾𝑖لرول الضلع  𝑙𝑖ك( بيننا يرمزمسافة )متري 𝜏)ت

,0)من المجال  𝑥(𝜏)يوجد تربيق عكس ي  𝑙𝑖)  إلى المجال𝛾𝑖. 

قابل للنفاضلة  𝑢(𝑥(𝜏))إذا كان التركيب  Γإنها قابلة للنفاضلة على البيان  𝑢(𝑥)نقول عن الدالة 

 ونكتب عندها: Γمن البيان  𝛾𝑖على كل ضلع  𝜏بالنسبة إلى 

𝑢′(𝑥) =
𝑑𝑢(𝑥(𝜏))

𝑑𝜏
 

𝑎يوجد عند العقدة  ∈ 𝑉(Γ)  مشتقان موجهان، اأضول "من𝑎 في هذه الحالة تكون( "𝜏(0) = 𝑎 )

𝑢−𝑣ونرمز له بـ 
′ (𝑎)  والثاني "إلى𝑎 و نرمز له بـ "𝑢𝑣

′ (𝑎)  في هذه الحالة تكون(𝜏(𝑙𝑖) = 𝑎 حيث()𝑙𝑖  يرمز لرول

 بالاتجاه "إلى 𝛾𝑖الضلع 
ً
 ".𝑎(، سنفتر  حنَّ المشتق مألوذ دائنا

𝑢لمجنوعة الدوال  𝐶𝑛[Γ]نرمز للفضاء  ∈ 𝐶[Γ]  والتي مشتقاتها من المرتبة𝑛  مستنرة وتنتمي للفضاء

𝐶[Γ] بيننا نعرف الفضاء ،𝐶𝑛(Γ) = 𝐶𝑛[Γ] ∩ 𝐶(Γ). 

 هي مجنوعة المعادلات التفاضلية على كل ضلع من حضاع  البيان. ادلة التفاضلية على البيان:المع

الة التكامل على البيان 𝑢(𝑥): يُعرَّف تكامل الدَّ ∈ 𝐶[Γ]  على البيانΓ  على حنه مجنو  التكاماعت على

 كامل حضاع  البيان حي:
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∫ 
Γ

𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 = ∑  

𝑚

𝑖=1

∫  
𝛾𝑖

𝑢𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 = ∑  

𝑚

𝑖=1

∫  
𝑙𝑖

0

𝑢𝑖(𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 

 مواد البحث وطرائقه:

 (Kulaev, 2014) طريقة التخفيض:

مسألة قيم حدية لمعادلة تفاضلية عادية من المرتبة الرابعة على ، هنا، نقل دراسة التخفيضيُقصد برريقة 

 ى ضلع داللي من حلقة هذا البيان.، إلى دراسة هذه المسألة عل1ة، الشكل يحوي حلق Γبيان هندس ي 

على شكل  Γ̃على البيان الجزئي هذه المسألة حيث تسنح لنا هذه الرريقة بالتعبير عن حي دالي لحلول 

الاهتنام بدراسة مسألة القيم  منا يُجنبنا. Γ̃مع  Γ\Γ̃قيم هذه الحلول ومشتقاتها عند نقاط ارتباط لتركيب لري 

 مع الشروط المعاد ترتيبها.  Γ\Γ̃دراسة مسألة القيم الحدية متعددة النقرية على إلى  والانتقال ،Γ̃الحدية على 

𝑓(𝑥)ليكن لدينا  ≢ 𝛾1)على سبيل المثال لنألذ  Γللبيان ححد اأضضاع  الداللية  على 0 =

(𝑎2, 𝑎3) ⊂ Γ،) و𝑓(𝑥) ≡  2و  1 نكننا حن نفر  الدليلين(. يُ 1لشكلا) على باقي حضاع  هذا البيان 0

. نحذف 𝑎3حساسيان عند العقدة  3و  1وكذلك نفر  حنَّ الدليلين  𝑎2ن في شرط الماعسة عند العقدة احساسي

,𝑎2 تينالعقد 𝑎3  من البيانΓ  البيانيتجزح عندها Γ  الضلع الداللي  -مجنوعات مترابرة 4إلى𝛾1  والبيان

,𝑎2الذي يرتبط بالعقدتين  Γ1الشجرة  𝑎3  والبيانΓ2  الذي يرتبط بالعقدة𝑎2  والبيانΓ3  الذي يرتبط بالعقدة

𝑎3 (2لشكل ا .) 

𝛾2نرمز للسهولة  = (𝑎1, 𝑎2), 𝛾3 = (𝑎1, 𝑎3), 𝛾4 = (𝑎2, 𝑏2), 𝛾5 = (𝑎3, 𝑏3) . 

 
 .ةمجموعات مترابط 4ى تجزئة البيان الذي يحوي حلقة إل 𝟐الشكل 

𝑖حيث  𝛾𝑖على الضلع  𝑢(𝑥)لمقصور الدالة  𝑢𝑖(𝑥)نرمز بـ و  = 𝑈Γ𝑖، ونرمز بـ {1,2,3,4,5,6}
(𝑥) 

𝐿𝑢، يُنكن حن نجد مناسبق حن مقصور المعادلة التفاضلية Γ𝑖على البيان  𝑢(𝑥)لمقصور الدالة  ≡ 𝑓(𝑥)  على

Γi نسة هو المعادلة المتجا𝐿𝑈Γi
≡ 0 

ً
عند كل العقد الحدية  (3)-(2)ذلك تتحقق الشروط الحدية إلى ، إضافة

,𝑎1باستثناء العقدتين  Γ𝑖للبيان الجزئي  𝑎2  عند العقد الداللية للبيان الجزئي  (6)-(3)والشروط𝛤𝑖  حيث

𝑖 = {1,2,3} 
ً
 من  𝑢𝑖(𝑎1). نكتب التصارا

ً
𝐿𝑖𝑚بدلا

𝛾𝑖∋𝑥→𝑎j

𝑢(𝑥)  حيث𝑖 = {2,3}, 𝑗 = {1,2}. 
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 النتائج:

كافئ ا( 6)-(1المسألة من ) إن   (1)مبرهنة 
ُ
 لمسألة التالية:ت

𝐿𝑢 ≡ (𝑝(𝑥)𝑢′′)′′ − (𝑞(𝑥)𝑢′)′ = 𝑓(𝑥) ;  𝑥 ∈ 𝛾1 
𝑝1(𝑎2)𝑢1

′′(𝑎2) + 𝜆1
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆1

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝜆1

2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3)

− 𝜆1
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) = 0 
𝑝1(𝑎3)𝑢1

′′(𝑎3) + 𝜆2
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆2

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝜆2

2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3)

− 𝜆2
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) = 0 
𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝜌1

0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜌1
1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3)

− 𝜌1
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) = 0 
𝐷3𝑢1(𝑎3) − 𝜌2

0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) − 𝜌2
1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2) − 𝜌2
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3)

+ 𝜌2
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) = 0 
حقق المعاماعت الشروط التالية:

ُ
 وت

∆(𝑎2, 𝑎3) > 0, 𝜆1
1(𝑎2, 𝑎3) > 0, 𝜆2

3(𝑎2, 𝑎3) > 0  
𝜆1

0(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌1
1(𝑎2, 𝑎3), 𝜆2

0(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌1
3(𝑎2, 𝑎3) 

𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌2

1(𝑎2, 𝑎3), 𝜆2
2(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌2

3(𝑎2, 𝑎3) 
𝜆2

1(𝑎2, 𝑎3) = 𝜆1
3(𝑎2, 𝑎3), 𝜌2

0(𝑎2, 𝑎3) = 𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3) 

 المناقشة:

مكافئة لمجنوعة المعادلات المتجانسة على  (6)-(1)المسألة اأضساسية  فنجد حنَّ  2ننظر إلى الشكل 

Γ1, Γ2, Γ3  والمعادلة غير المتجانسة على𝛾1 . 

صبح الشروط 𝒂𝟏عند العقدة 
ُ
 :(6)-(3): ت

(71) 𝑈Γ1
(𝑎2) = 𝑢2(𝑎2) = 𝑢4(𝑎2) = 𝑢1(𝑎2) 

(72) 𝑈Γ1
(𝑎3) = 𝑢3(𝑎3) = 𝑢5(𝑎3) = 𝑢1(𝑎3) 

(81) 𝑢2
′ (𝑎2) = 𝛼12(𝑎2)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝛼42(𝑎2)𝑢4
′ (𝑎2) 

(82) 𝑢3
′ (𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛼53(𝑎3)𝑢5
′ (𝑎3) 

(91) 𝑝4(𝑎2)𝑢4
′′(𝑎2) + 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑢2

′′(𝑎2) = 0 
(92) 𝑝1(𝑎2)𝑢1

′′(𝑎2) + 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑢2
′′(𝑎2) = 0 

(93) 𝑝5(𝑎3)𝑢5
′′(𝑎3) + 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑢3

′′(𝑎3) = 0 
(94) 𝑝1(𝑎3)𝑢1

′′(𝑎3) + 𝛼13(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑢3
′′(𝑎3) = 0 

(101) 𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝐷3𝑢2(𝑎2) + 𝐷3𝑢4(𝑎2) = 0 
(102) 𝐷3𝑢1(𝑎3) + 𝐷3𝑢3(𝑎3) + 𝐷3𝑢5(𝑎3) = 0 

 (Kulaev, 2014, pp. 295) ( 1)تمهيدية 

𝑢(𝑎)مع الشروط الحدية  (′1)إنَّ مسألة القيم الحدية للنعادلة المتجانسة  = 1, 𝑢′(𝑎) = 0 

𝑎حيث  ∈ 𝜕Γ  عند باقي عقد البيان  (6)-(2)والشروط المتجانسةΓ ل وحيد.قابلة للحل بشك 
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  (Kulaev, 2014, pp. 295): (2)تمهيدية 

𝑢(𝑎)مع الشروط الحدية  (′1)إنَّ مسألة القيم الحدية للنعادلة المتجانسة  = 0, 𝑢′(𝑎) = 1 

𝑎حيث  ∈ 𝜕Γ  عند باقي عقد البيان  (6)-(2)والشروط المتجانسةΓ .قابلة للحل بشكل وحيد 

𝑈Γ1بتنثيل  2و  1تسنح لنا التنهيدية 
(𝑥)  :بالشكل التالي 

(111) 𝑈Γ1
(𝑥) = 𝑢1(𝑎2)𝑧02(𝑥) + 𝑢2

′ (𝑎2)𝑧12(𝑥) + 𝑢1(𝑎3)𝑧03(𝑥)

+ 𝑢3
′ (𝑎3)𝑧13(𝑥) 

(112) 𝑈Γ2
(𝑥) = 𝑢1(𝑎2)𝑧04(𝑥) + 𝑢4

′ (𝑎2)𝑧14(𝑥) 
(113) 𝑈Γ3

(𝑥) = 𝑢1(𝑎3)𝑧05(𝑥) + 𝑢5
′ (𝑎3)𝑧15(𝑥) 

نثل الدوال 
ُ
حقق الشروط الحدية: Γ1على  (′1)حلول المعادلة المتجانسة  𝑧0𝑗(𝑥)ت

ُ
 والتي ت

(121) 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗

𝑧0𝑗(𝑥) = 𝛿𝑖𝑗 , 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗

𝑧0𝑗
′ (𝑥) = 0 , 𝑗 = 2,3 

(2)والشروط الحدية المتجانسة  −  .Γ1عند باقي عقد البيان  (6)

نثل الدوال 
ُ
حلول المعادلة  𝑧05(𝑥)وتنثل الدوال  Γ2على  (′1)حلول المعادلة المتجانسة  𝑧04(𝑥)ت

حققان الشروط الحدية: Γ3على  (′1)المتجانسة 
ُ
 وت

(122) 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗−2

𝑧0𝑗(𝑥) = 𝛿𝑖𝑗 , 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗−2

𝑧0𝑗
′ (𝑥) = 0 , 𝑗 = 4,5 

(2)والشروط الحدية المتجانسة  − ,Γ2عند باقي عقد البيان  (6) Γ3. 

نثل الدوال 
ُ
حقق الشروط الحدية: Γ1على  (′1)حلول المعادلة المتجانسة  𝑧1𝑗(𝑥)ت

ُ
 والتي ت

(131) 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗

𝑧1𝑗(𝑥) = 𝛿𝑖𝑗 , 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗

𝑧1𝑗
′ (𝑥) = 0 , 𝑗 = 2,3 

(2)والشروط الحدية المتجانسة  −  .Γ1عند باقي عقد البيان  (6)

نثل الدوال 
ُ
ة حلول المعادل 𝑧15(𝑥)وتنثل الدوال  Γ2على  (′1)حلول المعادلة المتجانسة  𝑧14(𝑥)ت

حققان الشروط الحدية: Γ3على  (′1)المتجانسة 
ُ
 وت

(132) 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗−2

𝑧1𝑗(𝑥) = 𝛿𝑖𝑗 , 𝐿𝑖𝑚
𝛾𝑖∋𝑥→𝑎𝑗−2

𝑧1𝑗
′ (𝑥) = 0 , 𝑗 = 4,5 

(2)والشروط الحدية المتجانسة  − ,Γ2عند باقي عقد البيان  (6) Γ3 . 

 (:1)إثبات المبرهنة 

 فنجد:  𝑎2( عند العقدة 9( بالشرط اأضول من )11نعو  العاعقة اأضولى من )

𝑝4(𝑎2)𝑢4
′′(𝑎2) + 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑢2

′′(𝑎2) = 𝑝4(𝑎2)[𝑢1(𝑎2) 𝑧04
′′ (𝑎2) +

𝑢4
′ (𝑎2)𝑧14

′′ (𝑎2)] + 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)[𝑢1(𝑎2) 𝑧02
′′ (𝑎2) + 𝑢1(𝑎3) 𝑧03

′′ (𝑎2) +

𝛼12(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝛼13(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛼42(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑢4

′ (𝑎2) +

𝛼53(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑢5

′ (𝑎3)]  
 يكون عندها:

(14)  𝛽1
0(𝑎2)𝑢1(𝑎2) + 𝛽1

1(𝑎2)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝛽1

2(𝑎2)𝑢1(𝑎3) + 𝛽1
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) +

𝛽1
4(𝑎2)𝑢4

′ (𝑎2) + 𝛽1
5(𝑎2, 𝑎3)𝑢5

′ (𝑎3) = 0  
 حيث:
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(15) 

𝛽1
0(𝑎2) = 𝑝4(𝑎2)𝑧04

′′ (𝑎2) + 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧02
′′ (𝑎2)

𝛽1
1(𝑎2) = 𝛼12(𝑎2) 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)

𝛽1
2(𝑎2) = 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧03

′′ (𝑎2)

 

𝛽1
3(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼13(𝑎3) 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13

′′ (𝑎2)

𝛽1
4(𝑎2) = 𝑝4(𝑎2)𝑧14

′′ (𝑎2) + 𝛼42
2 (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)

𝛽1
5(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼53(𝑎3) 𝛼42(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13

′′ (𝑎2)

 

 (: 9لنهتم الآن بالعاعقة الثالثة من الشرط )

𝑝5(𝑎3)𝑢5
′′(𝑎3) + 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑢3

′′(𝑎3) = 𝑝5(𝑎3)[𝑢1(𝑎3) 𝑧05
′′ (𝑎3) +

𝑢5
′ (𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3)] + 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)[𝑢1(𝑎2) 𝑧02
′′ (𝑎3) + 𝑢1(𝑎3) 𝑧03

′′ (𝑎3) +

𝛼12(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝛼13(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛼42(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎3)𝑢4

′ (𝑎2) +

𝛼53(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)𝑢5

′ (𝑎3)]  
 يكون عندها: 

(16) 𝛽2
0(𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝛽2

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝛽2

2(𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝛽2
3(𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) +

𝛽2
4(𝑎2, 𝑎3)𝑢4

′ (𝑎2) + 𝛽2
5(𝑎3)𝑢5

′ (𝑎3) = 0  
 حيث:  

(17) 

𝛽2
0(𝑎3) = 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧02

′′ (𝑎3)

𝛽2
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼12(𝑎2) 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

𝛽2
2(𝑎3) = 𝑝5(𝑎3)𝑧05

′′ (𝑎3) + 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧03
′′ (𝑎3)

 

𝛽2
3(𝑎3) = 𝛼13(𝑎3) 𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)

𝛽2
4(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼42(𝑎2)𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

𝛽2
5(𝑎3) = 𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3) + 𝛼53
2 (𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)

 

𝑢4( بالنسبة لـ 16( و )14نحل جنلة المعادلتين )
′ (𝑎2), 𝑢5

′ (𝑎3) :لذلك نرمز 

∆(𝑎2, 𝑎3) = |
𝛽1

4(𝑎2) 𝛽1
5(𝑎2, 𝑎3)

𝛽2
4(𝑎2, 𝑎3) 𝛽2

5(𝑎3)
| 

,𝑎2)∆وبفر :  𝑎3) ≠ 0 )
ً
 :عندها يكون )ستبرهن لاحقا

(181) 
𝑢4

′ (𝑎2) = −
∆1

0(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1(𝑎2) −

∆1
1(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1

′ (𝑎2)

−
∆1

2(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1(𝑎3) −

∆1
3(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1

′ (𝑎3) 

(182) 
𝑢5

′ (𝑎3) = −
∆2

0(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1(𝑎2) −

∆2
1(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1

′ (𝑎2)

−
∆2

2(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1(𝑎3) −

∆2
3(𝑎2, 𝑎3)

∆(𝑎2, 𝑎3)
𝑢1

′ (𝑎3) 
 حيث:
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∆1
𝑖 (𝑎2, 𝑎3) = |

𝛽1
i 𝛽1

5

𝛽2
i 𝛽2

5| , ∆2
𝑖 (𝑎2, 𝑎3) = |

𝛽1
4 𝛽1

i

𝛽2
4 𝛽2

i
| ;  𝑖 = {0,1,2,3} 

 ( لنجد: 9ننتقل الآن للعاعقة الثانية من الشرط )

𝑝1(𝑎2)𝑢1
′′(𝑎2) + 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑢2

′′(𝑎2) =

𝑝1(𝑎2)𝑢1
′′(𝑎2) + 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)[𝑢1(𝑎2) 𝑧02

′′ (𝑎2) + 𝑢1(𝑎3) 𝑧03
′′ (𝑎2) +

𝛼12(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝛼13(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛼42(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑢4

′ (𝑎2) +

𝛼53(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑢5

′ (𝑎3)]  
 يكون عندها:

(19) 𝑝1(𝑎2)𝑢1
′′(𝑎2) + 𝛽3

0(𝑎2)𝑢1(𝑎2) + 𝛽3
1(𝑎2)𝑢1

′ (𝑎2) + 𝛽3
2(𝑎2)𝑢1(𝑎3) +

𝛽3
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛽3
4(𝑎2)𝑢4

′ (𝑎2) + 𝛽3
5(𝑎2, 𝑎3)𝑢5

′ (𝑎3) = 0  
 حيث:

(20) 

𝛽3
0(𝑎2) = 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧02

′′ (𝑎2)

𝛽3
1(𝑎2) = 𝛼12

2 (𝑎2) 𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)

𝛽3
2(𝑎2) = 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧03

′′ (𝑎2)

 

𝛽3
3(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼13(𝑎3) 𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13

′′ (𝑎2)

𝛽3
4(𝑎2) = 𝛼42(𝑎2)𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)

𝛽3
5(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼53(𝑎3)𝛼12(𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13

′′ (𝑎2)

 

صبح للنعادلة الشكل التالي: 
ُ
 ت

(21) 𝑝1(𝑎2)𝑢1
′′(𝑎2) + 𝜆1

0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆1
1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2) +

𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0  

 حيث: 

(22) 

𝜆1
0(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽3

0 − 𝛽3
4  

∆1
0

∆
− 𝛽3

5  
∆2

0

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜆1
1(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽3

1 − 𝛽3
4  

∆1
1

∆
− 𝛽3

5  
∆2

1

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽3

2 − 𝛽3
4  

∆1
2

∆
− 𝛽3

5  
∆2

2

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜆1
3(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽3

3 − 𝛽3
4  

∆1
3

∆
− 𝛽3

5  
∆2

3

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

 ( فنجد المعادلة: 9نعيد ما سبق على العاعقة اأضليرة من )

(23) 𝑝1(𝑎3)𝑢1
′′(𝑎3) + 𝜆2

0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2) +

𝜆2
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝜆2

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0  

 حيث:
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(24) 

𝜆2
0(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽4

0 − 𝛽4
4  

∆1
0

∆
− 𝛽4

5  
∆2

0

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽4

1 − 𝛽4
4  

∆1
1

∆
− 𝛽4

5  
∆2

1

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

𝜆2
2(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽4

2 − 𝛽4
4  

∆1
2

∆
− 𝛽4

5  
∆2

2

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜆2
3(𝑎2, 𝑎3) = (𝛽4

3 − 𝛽4
4  

∆1
3

∆
− 𝛽4

5  
∆2

3

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

 :حيث

(25) 

𝛽4
0(𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧02

′′ (𝑎3)

𝛽4
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼12(𝑎2)𝛼13(𝑎3) 𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

𝛽4
2(𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧03

′′ (𝑎3)

 

𝛽4
3(𝑎3) = 𝛼13

2 (𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)

𝛽4
4(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼42(𝑎2)𝛼13(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

𝛽4
5(𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝛼53(𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)

 

 (:10من الشرط ) اأضولىنبدح الآن بالعاعقة 

𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝐷3𝑢2(𝑎2) + 𝐷3𝑢4(𝑎2) = 𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝐷3𝑧02(𝑎2)𝑢1(𝑎2) +

𝛼12(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎2)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝐷3𝑧03(𝑎2)𝑢1(𝑎3) + 𝛼13(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎2)𝑢1

′ (𝑎3) +

𝛼42(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎2)𝑢4
′ (𝑎2) + 𝛼53(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎2)𝑢5

′ (𝑎3) + 𝐷3𝑧04(𝑎2)𝑢1(𝑎2) +

𝐷3𝑧14(𝑎2)𝑢4
′ (𝑎2)  

 تصبح المعادلة بالشكل:

𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝛿1
0(𝑎2)𝑢1(𝑎2) + 𝛿1

1(𝑎2)𝑢1
′ (𝑎2) + 𝛿1

2(𝑎2)𝑢1(𝑎3) +

𝛿1
3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎3) + 𝛿1
4(𝑎2)𝑢4

′ (𝑎2) + 𝛿1
5(𝑎2, 𝑎3)𝑢5

′ (𝑎3) = 0  
 حيث: 

(261) 
𝛿1

0(𝑎2) = 𝐷3𝑧02(𝑎2) + 𝐷3𝑧04(𝑎2)

𝛿1
1(𝑎2) = 𝛼12(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎2)

𝛿1
2(𝑎2) = 𝐷3𝑧03(𝑎2)

 

(262) 
𝛿1

3(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎2)

𝛿1
4(𝑎2) = 𝐷3𝑧14(𝑎2) + 𝛼42(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎2)

𝛿1
5(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼53(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎2)

 

 فنجد: ( في العاعقة السابقة18نعو  العاعقات )

(27) 𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝜌1
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜌1

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2) +

𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝜌1

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0  

 حيث: 
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(28) 

𝜌1
0(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿1

0 − 𝛿1
4  

∆1
0

∆
− 𝛿1

5  
∆2

0

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜌1
1(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿1

1 − 𝛿1
4  

∆1
1

∆
− 𝛿1

5  
∆2

1

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿1

2 − 𝛿1
4  

∆1
2

∆
− 𝛿1

5  
∆2

2

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜌1
3(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿1

3 − 𝛿1
4  

∆1
3

∆
− 𝛿1

5  
∆2

3

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

 ( فنجد:10نعيد العاعقة الثانية من الشرط )

(29) 𝐷3𝑢1(𝑎3) + 𝜌2
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜌2

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2) +

𝜌2
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝜌2

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0  

 حيث: 

(30) 

𝜌2
0(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿2

0 − 𝛿2
4  

∆1
0

∆
− 𝛿2

5  
∆2

0

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜌2
1(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿2

1 − 𝛿2
4  

∆1
1

∆
− 𝛿2

5  
∆2

1

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

𝜌2
2(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿2

2 − 𝛿2
4  

∆1
2

∆
− 𝛿2

5  
∆2

2

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

𝜌2
3(𝑎2, 𝑎3) = (𝛿2

3 − 𝛿2
4  

∆1
3

∆
− 𝛿2

5  
∆2

3

∆
) (𝑎2, 𝑎3)

 

 حيث: 

(311) 
𝛿2

0(𝑎2) = 𝐷3𝑧02(𝑎3)

𝛿2
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼12(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎3)

𝛿2
2(𝑎3) = 𝐷3𝑧05(𝑎3) + 𝐷3𝑧03(𝑎3)

 

(312) 
𝛿2

3(𝑎3) = 𝛼13(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎3)

𝛿2
4(𝑎2, 𝑎3) = 𝛼42(𝑎2)𝐷3𝑧12(𝑎3)

𝛿2
5(𝑎3) = 𝐷3𝑧15(𝑎3) + 𝛼53(𝑎3)𝐷3𝑧13(𝑎3)

 

𝛾1الاتجاه المألوذ على الضلع  لما كانو  = (𝑎3, 𝑎2)  من𝑎3  إلى𝑎2  و الاتجاه المألوذ في العنل هو "إلى

 .العقدة"

كافئ ا( 6)-(1المسألة ) وبالتالي نكون قد حثبتنا حنَّ 
ُ
 لمسألة التالية:ت

(32) 
𝐿𝑢 ≡ (𝑝(𝑥)𝑢′′)′′ − (𝑞(𝑥)𝑢′)′ = 𝑓(𝑥) ;  𝑥 ∈ 𝛾1 
𝑝1(𝑎2)𝑢1

′′(𝑎2) + 𝜆1
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆1

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2)

+ 𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) − 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0 
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𝑝1(𝑎3)𝑢1
′′(𝑎3) + 𝜆2

0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1

′ (𝑎2)

+ 𝜆2
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) − 𝜆2

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0 

𝐷3𝑢1(𝑎2) + 𝜌1
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) + 𝜌1

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2)

+ 𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) − 𝜌1

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0 

𝐷3𝑢1(𝑎3) − 𝜌2
0(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎2) − 𝜌2

1(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎2)

− 𝜌2
2(𝑎2, 𝑎3)𝑢1(𝑎3) + 𝜌2

3(𝑎2, 𝑎3)𝑢1
′ (𝑎3) = 0 

 إثبات طريقة التخفيض:

,𝑎2)∆حتى نستريع إثبات حن  𝑎3) ≠ ، علينا إثبات بعض لواص الدوال 0

𝑧02(𝑥), 𝑧03(𝑥), 𝑧04(𝑥), 𝑧05(𝑥), 𝑧12(𝑥), 𝑧13(𝑥), 𝑧14(𝑥), 𝑧15(𝑥) (12)المعرفة بالعاعقات, 

(13). 

,𝑧0𝑖(𝑥)  حن الدوال لنفر : 3تمهيدية  𝑧0𝑗(𝑥)  على  (′1)هي حلول للنعادلة المتجانسةΓ̃  حقق إما
ُ
ت

,𝑎2عند العقدتين  (121)الشروط الحدية  𝑎3 ∈ 𝜕Γ̃ ;  Γ̃ = Γ1  عند العقدة  (122)حو الشروط الحدية

𝑎𝑘 ∈ 𝜕Γ̃ ;  Γ̃ = Γ𝑘 ; 𝑘 = (2)والشروط المتجانسة  2,3 − حيث  Γ̃ي عقد البيان عند باق (6)

𝑖, 𝑗 =  حن الدوال 2,3,4,5
ً
,𝑧1𝑖(𝑥). ولنفر  حيضا 𝑧j3(𝑥)  على  (′1)هي حلول للنعادلة المتجانسةΓ̃  حقق

ُ
ت

,𝑎2عند العقدتين  (131)إما الشروط الحدية  𝑎3 ∈ 𝜕Γ̃ ;  Γ̃ = Γ1  عند العقدة  (132)حوالشروط الحدية

𝑎𝑘 ∈ 𝜕Γ̃ ;  Γ̃ = Γ𝑘 ; 𝑘 = (2)والشروط المتجانسة  2,3 − حيث  Γ̃عند باقي عقد البيان  (6)

𝑖, 𝑗 = 2,3,4,5 . 

 عندئذٍ تكون الخواص التالية محققة: 

1. 𝑧12
′′ (𝑎2) > 0, 𝑧13

′′ (𝑎3) > 0, 𝑧14
′′ (𝑎2) > 0, 𝑧15

′′ (𝑎3) > 0 
2. 𝐷3𝑧02(𝑎2) < 0, 𝐷3𝑧03(𝑎3) < 0, 𝐷3𝑧04(𝑎2) < 0, 𝐷3𝑧05(𝑎3) < 0 
3. 𝐷3𝑧12(𝑎2) = −𝑝2(𝑎2)𝑧02

′′ (𝑎2), 𝐷3𝑧13(𝑎3) = −𝑝3(𝑎3)𝑧03
′′ (𝑎3) 

 𝐷3𝑧12(𝑎3) = −𝑝2(𝑎2)𝑧03
′′ (𝑎2), 𝐷3𝑧13(𝑎2) = −𝑝3(𝑎3)𝑧02

′′ (𝑎3) 
 𝐷3𝑧14(𝑎2) = −𝑝4(𝑎2)𝑧04

′′ (𝑎2), 𝐷3𝑧15(𝑎3) = −𝑝5(𝑎3)𝑧05
′′ (𝑎3) 

 𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2) = 𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3) 

4. |𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)| = |𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)| ≤ √𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3) 

 : لنرمز بـ:الإثبات

𝐵[𝑢, 𝑣] = ∫ 
Γ̃

[𝑝𝑢′𝑣′ + 𝑞𝑢𝑣]𝑑𝑥 

∫ 
Γ̃

𝐿𝑧12 ⋅ 𝑧12𝑑𝑥 = 𝐵[𝑧′
12, 𝑧′

12] + 𝐿𝑖𝑚
𝛾2∋𝑥→𝑎2

[𝐷3𝑧12 ⋅ 𝑧12 − 𝑝2 𝑧12
′′ ⋅ 𝑧12

′ ] + 

+ 𝐿𝑖𝑚
𝛾3∋𝑥→𝑎3

[𝐷3𝑧12 ⋅ 𝑧12 − 𝑝3 𝑧12
′′ ⋅ 𝑧12

′ ] 
 ( ومن العاعقة السابقة نجد )بنفس اأضسلوب نثبت باقي العاعقات(13( و )12من الشروط )
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(331) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧12 ⋅ 𝑧12 𝑑𝑥 = −𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2) + 𝐵[z12

′ , z12
′ ] = 0 

(332)  ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧02 ⋅ 𝑧02 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧02(𝑎2) + 𝐵[z02
′ , z02

′ ] = 0 

(333) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧02 ⋅ 𝑧12 𝑑𝑥 = −𝑝2(𝑎2)𝑧02
′′ (𝑎2) + 𝐵[z02

′ , z12
′ ] = 0 

(334) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧12 ⋅ 𝑧02 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧12(𝑎2) + 𝐵[z12
′ , z02

′ ] = 0 

(335)  ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧13 ⋅ 𝑧02 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧13(𝑎2) + 𝐵[z12
′ , z02

′ ] = 0 

(336) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧02 ⋅ 𝑧13 𝑑𝑥 = −𝑝3(𝑎3)𝑧02
′′ (𝑎3) + 𝐵[z12

′ , z02
′ ] = 0 

(337) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧12 ⋅ 𝑧03 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧12(𝑎3) + 𝐵[z12
′ , z02

′ ] = 0 

(338) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧03 ⋅ 𝑧12 𝑑𝑥 = −𝑝2(𝑎2)𝑧03
′′ (𝑎2) + 𝐵[z12

′ , z02
′ ] = 0 

(339) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧13 ⋅ 𝑧03 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧13(𝑎3) + 𝐵[z12
′ , z02

′ ] = 0 

(3310) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧03 ⋅ 𝑧13 𝑑𝑥 = −𝑝3(𝑎3)𝑧03
′′ (𝑎3) + 𝐵[z12

′ , z02
′ ] = 0 

(3311) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧13 ⋅ 𝑧13 𝑑𝑥 = −𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3) + 𝐵[z13

′ , z13
′ ] = 0 

(3312) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧03 ⋅ 𝑧03 𝑑𝑥 = 𝐷3𝑧03(𝑎3) + 𝐵[z03
′ , z03

′ ] = 0 

(3313) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧12 ⋅ 𝑧13 𝑑𝑥 = −𝑝3(𝑎3)𝑧12
′′ (𝑎3) + 𝐵[z12

′ , z13
′ ] = 0 

(3314) ∫ 
Γ̃

𝐿𝑧13 ⋅ 𝑧12 𝑑𝑥 = −𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2) + 𝐵[z13

′ , z12
′ ] = 0 

𝑝(𝑥)لما كانَ  > 𝑞(𝑥)و  0 ≥ عرف  0
ُ
 ت

ً
,𝐵[𝑢، حيضا 𝑣]  جداء داللي على فضاء سوبيلف

𝑊1,2[Γ] َّإن .𝐵[z12
′ , z12

′  وذلك أضنَّ  [
ً
z12موجب تناما

′ (𝑥) ≠ نجد  (331)، وبالتالي من المعادلة 0

z12
′′ (𝑎1) > ,(332)باستخدام المعادلات  2و  1، بنفس اأضسلوب يُنكننا برهان 0 (3311), )لكن في  (3312)

𝑧02(𝑎2)علينا ماعحظة حن  (332)المعادلة  = 𝑧02(𝑎3)و  1 = z02، وبالتالي 0
′ (𝑥) ≢  (. Γ̃على كامل  0

)سنثبت الآن العاعقة اأضولى وتثبت باقي العاعقات بنفس اأضسلوب( بررح العاعقتين  3لننتقل الآن إلى إثبات 

(333) − ,𝐵[𝑧′12و ماعحظة حنَّ  (334) 𝑧′02] = 𝐵[𝑧′02, 𝑧′12]  :نجد 

𝐷3𝑧12(𝑎2) + 𝑝2(𝑎2)𝑧02
′′ (𝑎2) = 0 
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,(3313)شوارتز والعاعقات  -، باستخدام متراجحة كوش ي4لننتقل الآن إلى إثبات  نصل  (3314)

 التالية: للنتراجحة

|𝑝3(𝑎3)𝑧12
′′ (𝑎3)| = |𝑝2(𝑎2)𝑧13

′′ (𝑎2)| = 𝐵[z12
′ , z13

′ ] ≤

 √𝐵[z12
′ , z02

′ ] 𝐵[z13
′ , z13

′ ] = √𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)  

,𝒂𝟐)∆إنَّ العدد  (2)مبرهنة  𝒂𝟑) .
ً
 موجب تناما

 ( نجد:17( و )15: ومن العاعقات )نعلم حنَّ  :الإثبات

∆(𝑎2, 𝑎3) = |
𝛽1

4(𝑎2) 𝛽1
5(𝑎2, 𝑎3)

𝛽2
4(𝑎2, 𝑎3) 𝛽2

5(𝑎3)
| = 𝛽1

4𝛽2
5 − 𝛽2

4𝛽1
5 = (𝑝4(𝑎2)𝑧14

′′ (𝑎2) +

𝛼42
2 (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2))(𝑝5(𝑎3)𝑧15
′′ (𝑎3) + 𝛼53

2 (𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)) −

𝛼42
2 (𝑎2)𝛼53

2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3) =

𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3) + 𝛼42
2 (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝5(𝑎3)𝑧15
′′ (𝑎3) +

𝛼53
2 (𝑎3)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2) +

𝛼42
2 (𝑎2)𝛼53

2 (𝑎3)(𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3) −

𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3))  
: 3ومن التنهيدية 

ً
 نجد حن كل من اأضعداد الآتية موجب تناما

𝑝5(𝑎3)𝑧15
′′ (𝑎3), 𝑝4(𝑎2)𝑧14

′′ (𝑎2), 𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2), 𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3) 
 باالإضافة إلى ذلك يتحقق:

|𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)| ≤ √𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3), |𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎3)| ≤

 √𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)  
,𝑝(𝑎2)عية: وكذلك من الشروط الربي 𝑝(𝑎3) حعداد .

ً
 موجبة تناما

,𝑎2)∆وعليهُ نجد:  𝑎3) > 0 

𝝀𝟏( فعندها يتحقق 23( & )21إذا تحققت الشروط ) :3مبرهنة 
𝟏(𝒂𝟐, 𝒂𝟑) > 𝝀𝟐و  𝟎

𝟑(𝒂𝟐, 𝒂𝟑) > 𝟎. 

 : ( نجد22من العاعقات )الإثبات: 

𝜆1
1. ∆= 𝛽3

1∆ − 𝛽3
4 ∆1

1 − 𝛽3
5 ∆2

1

= 𝛼12
2 (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3)

+ 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)(𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2))

2
𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3)

+ 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼53

2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13

′′ (𝑎3)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)

+ 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)(𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2))
2

𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)

− 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3) 
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−𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)(𝑝2(𝑎2)𝑧12
′′ (𝑎2))

2
𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3)

− 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)(𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2))
2

𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3)

+ 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

− 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼53

2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)

− 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3)

+ 𝛼12
2 (𝑎2)𝛼42

2 (𝑎2)𝛼53
2 (𝑎3)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3) 
 نختصر فنجد:

𝜆1
1. ∆=

𝛼12
2 (𝑎2)𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)𝑝5(𝑎3)𝑧15

′′ (𝑎3) +

𝛼42
2 (𝑎2)𝛼53

2 (𝑎3)𝑝4(𝑎2)𝑧14
′′ (𝑎2)(𝑝2(𝑎2)𝑧12

′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧13
′′ (𝑎3) −

𝑝2(𝑎2)𝑧13
′′ (𝑎2)𝑝3(𝑎3)𝑧12

′′ (𝑎3))  
𝛼12(𝑎2)ن: ولما كا <   نجد: 3ومن التنهيدية  0

𝜆1
1(𝑎2, 𝑎3). ∆(𝑎2, 𝑎3) > 0 

𝜆1نجد:  2ومن المبرهنة 
1(𝑎2, 𝑎3) > 0 . 

𝜆2نثبت حنَّ 
3(𝑎2, 𝑎3) >  .(24ل بالاعتناد على العاعقات )بأسلوب مناث 0

  ها تتحقق كل من العاعقات الآتية:( فعند23( & )21إذا تحققت الشروط ) (4)مبرهنة 

𝜆1
0(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌1

1(𝑎2, 𝑎3), 𝜆2
0(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌1

3(𝑎2, 𝑎3), 𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌2

1(𝑎2, 𝑎3) 

𝜆2
2(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌2

3(𝑎2, 𝑎3), 𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3), 𝜌2
0(𝑎2, 𝑎3) = 𝜌1

2(𝑎2, 𝑎3) 

: لإثبات: ا
ً
𝝀𝟏نثبت حولا

𝟎(𝒂𝟐, 𝒂𝟑) = −𝝆𝟏
𝟏(𝒂𝟐, 𝒂𝟑) . 

 نجد:  3ومن التنهيدية  (26) -( 20) -( 17) -(15من العاعقات )

𝛽1
1 = 𝛽3

4, 𝛽2
1 = 𝛽3

5, 𝛽1
5 = 𝛽2

4  
 𝛽1

0 = −𝛿1
4, 𝛽2

0 = −𝛿1
5, 𝛽3

0 = −𝛿1
1 

𝜆1
0(𝑎2, 𝑎3) Δ(𝑎2, 𝑎3) = 𝛽3

0. Δ − 𝛽3
4. Δ1

0 − 𝛽3
5. Δ2

0 = −𝛿1
1Δ − 𝛽1

1 |
𝛽1

0 𝛽1
5

𝛽2
0 𝛽2

5| −

𝛽2
1 |

𝛽1
4 𝛽1

0

𝛽2
4 𝛽2

0| = −𝛿1
1Δ + 𝛽1

1 |
𝛿1

4 𝛽1
5

𝛿1
5 𝛽2

5| + 𝛽2
1 |

𝛽1
4 𝛿1

4

𝛽2
4 𝛿1

5| = −𝛿1
1Δ + 𝛿1

4(𝛽1
1𝛽2

5 −

𝛽2
1𝛽2

4) + 𝛿1
5(𝛽1

1𝛽1
5 − 𝛽2

1𝛽1
4) = −𝛿1

1Δ + 𝛿1
4(𝛽1

1𝛽2
5 − 𝛽2

1𝛽1
5) + 𝛿1

5(𝛽1
1𝛽2

4 −

𝛽2
1𝛽1

4) = −𝛿1
1Δ + 𝛿1

4 |
𝛽1

1 𝛽1
5

𝛽2
1 𝛽2

5| + 𝛿1
5 |

𝛽1
4 𝛽1

1

𝛽2
4 𝛽2

1| = −(𝛿1
1. Δ − 𝛿1

4. Δ1
1 − 𝛿1

5. Δ2
1) =

−𝜌1
1(𝑎2, 𝑎3) Δ(𝑎2, 𝑎3)  

𝜆1نجد:  2ومن المبرهنة 
0(𝑎2, 𝑎3) = −𝜌1

1(𝑎2, 𝑎3). 
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𝜆2لننتقل الآن إلى إثبات 
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3) 

 نجد:  3( ومن التنهيدية 25) -( 20) -( 15من العاعقات )

𝛽1
1 = 𝛽3

4, 𝛽2
1 = 𝛽3

5, 𝛽1
5 = 𝛽2

4, 𝛽1
3 = 𝛽4

4, 𝛽2
3 = 𝛽4

5, 𝛽4
1 = 𝛽3

3 

𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3) Δ(𝑎2, 𝑎3) = 𝛽4

1. Δ − 𝛽4
4. Δ1

1 − 𝛽4
5. Δ2

1 = 𝛽3
3Δ − 𝛽1

3 |
𝛽1

1 𝛽1
5

𝛽2
1 𝛽2

5| −

𝛽2
3 |

𝛽1
4 𝛽1

1

𝛽2
4 𝛽2

1| = 𝛽3
3Δ − 𝛽1

3(𝛽1
1𝛽2

5 − 𝛽2
1𝛽1

5) − 𝛽2
3(𝛽1

4𝛽2
1 − 𝛽2

4𝛽1
1) = 𝛽3

3Δ −

𝛽1
3(𝛽3

4𝛽2
5 − 𝛽3

5𝛽2
4) − 𝛽2

3(𝛽1
4𝛽3

5 − 𝛽2
4𝛽3

4) = 𝛽3
3Δ − 𝛽3

4(𝛽1
3𝛽2

5 − 𝛽2
3𝛽1

5) −

𝛽3
5(𝛽1

4𝛽2
3 − 𝛽2

4𝛽1
3) = 𝛽3

3Δ − 𝛽3
4 |

𝛽1
3 𝛽1

5

𝛽2
3 𝛽2

5| − 𝛽3
5 |

𝛽1
4 𝛽1

3

𝛽2
4 𝛽2

3| =

𝜆1
3(𝑎2, 𝑎3) Δ(𝑎2, 𝑎3)  

𝜆2نجد:  2ومن المبرهنة 
1(𝑎2, 𝑎3) = 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3). 

 مثال:

. نفر  حن حطوال كل اأضضاع  متساوية وتساوي الواحد و التوجيه على 1بيان هندس ي له الشكل  Γليكن 

 اأضضاع  كنا يلي:

𝛾1 = (𝑏1, 𝑎1), 𝛾𝑖+3 = (𝑏𝑖 , 𝑎𝑖), 𝛾2 = (𝑎1, 𝑎2), 𝛾3 = (𝑎3, 𝑎1), 𝛾4 = (𝑎2, 𝑎3)  
𝑖حيث  =  ولنهتم الآن بنسألة القيم الحدية: {2,3}

(1 + 𝑥2)𝑢′′′′(𝑥) + 4𝑥 𝑢′′′(𝑥) + 𝑢′′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑜𝑛 𝑥 ∈ 𝛤 
𝑢(𝑏) = 0, 𝑢𝑣

′ (𝑏) = 0;  𝑏 ∈ 𝜕Γ 
  تتحقق الشروط التالية عند العقد الداللية:

𝑢𝑖(𝑎) = 𝑢𝑘(𝑎), 𝑢𝑖𝑣
′ (𝑎) = −𝑢𝑗𝑣

′ (𝑎) − 𝑢𝑘𝑣
′ (𝑎), −𝑢𝑖

′′(𝑎) + 𝑢𝑘
′′(𝑎) = 0 

−𝑢𝑖
′′(𝑎) + 𝑢𝑗

′′(𝑎) = 0, ∑  

𝑖∈𝐼(𝑎)

𝐷3𝑢𝑣(𝑎) = 0 

𝑎حيث  ∈ 𝐽(Γ), 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼(𝑎)جراء الحسابات باستخدام برنامج ، بعد إMathematica  يُنكننا حن

 نجد)بعد تقريب الناتج إلى حربعة حرقام قبل الفاصلة(.

𝜌1
0(𝑎2, 𝑎3) = −14.9792 𝜆2

3(𝑎2, 𝑎3) = 1.9366 𝜆1
1(𝑎2, 𝑎3) = 1.9366 

𝜌1
1(𝑎2, 𝑎3) = −4.2903 𝜆1

0(𝑎2, 𝑎3) = 4.2903 𝜌2
2(𝑎2, 𝑎3) = −14.9792 

𝜆1
2(𝑎2, 𝑎3) = −1.1315 𝜌1

3(𝑎2, 𝑎3) =  1.1315 𝜆2
0(𝑎2, 𝑎3) = −1.1315 

𝜌2
3(𝑎2, 𝑎3) = −4.2903 𝜆2

2(𝑎2, 𝑎3) = 4.2903 𝜌2
1(𝑎2, 𝑎3) = 1.1315 

𝜌2
0(𝑎2, 𝑎3) = 3.5416 𝜆1

3(𝑎2, 𝑎3) =  −0.3092 𝜆2
1(𝑎2, 𝑎3) = −0.3092 

  𝜌1
2(𝑎2, 𝑎3) =  3.5416 

 



 م 2019سمبر دي ــ رابعالالعدد  ــ الثالثالمجلد  ــ والحياتية والتطبيقية ةيمجلة العلوم الطبيع ــبية للعلوم ونشر الأبحاث المجلة العر

  طريقة التخفيض لحل مسألة قيم حدية

 على البيان إلى ضلع داخلي منه
 الملا, مطيط, عبد المجيد (58)

 

 : الخلاصة

تخفيض مسألة قيم الحدية لمعادلة تفاضلية من المرتبة الرابعة على البيان  البحثاسترعنا في هذا 

 ضلع داللي من حضاع  البيان، كنا استرعنا دراسة إشارة الهندس ي الذي يحوي حلقات إلى مسألة قيم حدية على

 .المعاماعت وكذلك إيجاد العاعقة بين هذه المعاماعتبعض 

 توصيات:

وجود ووحدانية الحل الناتج عن طريقة التخفيض على الضلع الداللي الذي تتم الدراسة  دراسة يُنكننا

رتها. وكذلك فإنه من المفيد إيجاد حسلوب نكون فيه قادرين عليه وبعدها إيجاد دالة غرين عليه ودراسة لواصها وإشا

عالج حي بيان هندس ي مهنا كانت عدد الحلقات ومهنا كان عدد اأضضاع  المرتبرة 
ُ
على تعنيم هذه الرريقة بحيث ت

 بكل ضلع منه وكذلك الحالة التي تسنح لنا بالتخفيض على ضلع حدي من البيان الهندس ي.
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