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Abstract: Let f be a function of two variables u, v, periodic with respect to u and with respect to v, in each case with period 

2π, and summable in the square 

Q: [−π, π] × [−π, π]. 

In this research we will proof two theorems. 

The first study summability of the Double Fourier series  

∑ ∑ λm,nAm,n(u, v)∞
n=0

∞
m=0 to f at point (u, v) = (x, y) within a certain conditions, and we put the necessary 

lemmas for this theorem, and in the second we also study summability conjugate of the series:  

∑ ∑ [δmn cos mx cos ny − γmn sin mx cos ny − βmn cos mx sin ny +∞
n=1

∞
m=1

αmn sin mx sin ny]  

To [8]: f(̅x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ ψ(s, t)
1

tan
s

2
tan

t

2

dsdt
π

0

π

0
  

Where  

ψ(x, y) = ψ(x, y; s, t) = 
1

4
{f(x + s, y + t) − f(x − s, y + t) − f(x + s, y − t) + f(x − s, y − t)} 

and put all necessary conditions and lemmas for this theorem by Double Nörlund summability, which considered bounded 

linear operator, to both theorems in the space L2([0, π] × [0, π]).  

and we can get many results, the most important of which is that the simple Fourier series or double Fourier Series, its 

Nörlund summability to same function. 

In conclusion, we can say that Double Nörlund method are general rarely, follow up many methods as cesaro double and 

Holder Double and et. 

This method has wide applications in analysis mathematics and spicily in approximation theory. 

Keywords: (N, pm, qn) method, Double Fourier series, double conjugate Fourier series, The space L2([0, π] ×

[0, π]). 
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:𝑄في المربع و وقابلة للمكاملة وفق ليبيغ  𝑣و 𝑢دورية بكل من  𝑢،𝑣دالة بالمتغيرين  𝑓لتكن لخص:: الم [−𝜋, 𝜋] × [−𝜋, 𝜋]. 

الأولى تتحدث عن جموعية متسلسلة فورييه المضاعفة  ،سنقوم في هذا البحث بدراسة مبرهنتين

∑ ∑ 𝜆𝑚,𝑛𝐴𝑚,𝑛(𝑢, 𝑣)∞
𝑛=0

∞
𝑚=0  إلى الدالة𝑓  في النقطة(𝑢, 𝑣) = (𝑥, 𝑦) مع التمهيديات اللازمة لإثبات  ،وفق شروط معينة

والثانية تتحدث عن جموعية المتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه المضاعفة:  ،نةهذه المبره

∑ ∑ [𝛿𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑦 − 𝛾𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑦 − 𝛽𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑦 +∞
𝑛=1

∞
𝑚=1

𝛼𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑦] 

,𝑓(̅𝑥إلى الدالة:  𝑦) =
1

𝜋2 ∫ ∫ 𝜓(𝑠, 𝑡).
1

𝑡𝑎𝑛
𝑠

2
𝑡𝑎𝑛

𝑡

2

𝑑𝑠𝑑𝑡
𝜋

0

𝜋

0
 حيث إن:  ،

𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 
1

4
{𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑠, 𝑦 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 − 𝑡) + 𝑓(𝑥 − 𝑠, 𝑦 − 𝑡)} 

والتي تعد مؤثر خطي مضاعف  ،ام طريقة نيورلند المضاعفةوذلك باستخد ،ومع التمهيديات اللازمة لإثباتها ،كذلك وفق شروط معينة

,𝐿2([0وذلك لكلا المبرهنتين في الفضاء  ،محدود 𝜋] × [0, 𝜋]) . 

ويمكننا الحصول على العديد من النتائج أهمها أن كل متسلسلة من متسلسلات فورييه بسيطة كانت أم مضاعفة هي متسلسلة قابلة 

 ة إلى الدالة نفسها.للجمع بطريقة نيورلند الموافق

 ما تنتج عنها عدة طرائق مثل طريقة سيزارو المضاعفة وطريقة 
ً
ونخلص إلى القول بأن طريقة نيورلند المضاعفة تعدّ طريقة عامة نوعا

 هولدر المضاعفة وغيرها.

 كما أن لهذه الطريقة تطبيقات واسعة في مجال التحليل الرياض ي وخاصة في نظرية التقريب.

,𝑁)الطريقة  فتايية:المكلمات ال 𝑝𝑚, 𝑞𝑛)، الفضاء ،مرافقة متسلسلة فورييه المضاعفة ،متسلسلة فورييه المضاعفة 

 𝐿2([0, 𝜋] × [0, 𝜋]). 

 المقدمة:

لدى دراسة فورييه لموضوع التوصيل الحراري عالج الكثير من المتسلسلات التي سميت باسمه حتى يومنا 

ومن ثم  ،كل منها بالإمكان حلها ،تفكيكها إلى مجموعة من المسائل الأبسط بكثير هذا، فقد سمح للمسألة بأن يتم

وسنقوم في هذا البحث بدراسة جموعية متسلسلات فورييه المضاعفة بطريقة  ،دمجها لإيجاد حل المسألة الأصلية

يقة المصفوفية والتي تعد حالة خاصة من الطر  ،مهمة من طرائق الجموعية ألا وهي طريقة نيورلند المضاعفة

,L2([0وذلك في الفضاء  [1,2]المضاعفة  π] × [0, π]. 

وما ترمي إليه دراستنا هو إيجاد  ،من المعلوم أنه لا يوجد لمتسلسلة متباعدة نهاية بالمعنى المعتاد مشكلة البحث:

واقتصار الدراسات  ،وذلك عندما تكون المتسلسلة متقاربة أو متباعدة ،مجموع تقريبي لمتسلسلات فورييه المضاعفة

 .ℝالمتسلسلات في الفضاء الحقيقي  السابقة على دراسة جموعية هذا النوع من

والمراد من هذا البحث تعميم النتائج التي تم  ،كما يعدّ البحث بأنه بحث تفسيري من حيث النشاط

من خلال إثبات مبرهنة  ،نإلى حالة متسلسلة فورييه بمتغيري ،الحصول عليها في حالة متسلسلة فورييه بمتغير واحد

ويجب الإشارة إلى أن طريقة نيورلند  ،حول قابلية جمع هذه المتسلسلة باستخدام طريقة نيورلند المضاعفة

بينما هناك طريقة مشابهة لها هي طريقة نيورلند المعممة وتطبق هذه  ،المضاعفة تطبق على المتسلسلات المضاعفة

 .[3]الأخيرة على المتسلسلات البسيطة 
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على كل من متسلسلة  ،نهدف من هذا البحث إلى تطبيق طريقة نيورلند المضاعفة في الجموعيةهدف البحث: 

,L2([0وذلك في إحدى فضاءات هيلبرت المضاعفة  ،[4] ومرافقتها بالنسبة لكلا المتغيرين ،فورييه المضاعفة π] ×

[0, π]. 

 مواد البحث وطرائقه:

ء من تحليل فورييه ونظرية المتسلسلات الذي يتحدث عن جمع يعد نوع الدراسة في هذا البحث جز

والمراد من هذا البحث تعميم النتائج التي تم الحصول  ،والذي يعتمد على التفكير الاستقرائي ،متسلسلات فورييه

  عليها في حالة المتغير الواحد إلى حالة المتغيرين.

,𝐍) (Nörlund means)طريقة نيورلند  𝐩𝐧) [2]: 

∑كون المتسلسلة ت un
∞
n=0  جموعية بطريقة نيورلند(N, pn)  إلى المجموعS :إذا كانت 

limn→∞ tn = S،  :حيث إنtn =
1

Pn
∑ pn−k. Sk

n
k=0  , Sk = ∑ un

k
n=0، :وحيث 

Pn = p0 + p1 + p2 + ⋯ + pn  
 عقدية.هي متتالية من الثوابت الحقيقية أو ال {pn}و

∑)أو نقول إن المتسلسلة un
∞
n=0  قابلة للجمع(N, pn)  إلى المجموعS.) 

∑ونكتب عندئذٍ:  un
∞
n=0 = S (N, pn). 

 :[5]تعريف 

نقول عن طريقة في قابلية الجمع إنها نظامية إذا أدى تطبيقها على متسلسلة متقاربة إلى مجموع هذه 

 المتسلسلة المعتاد.

,𝐍)المضاعفة  طريقة نيورلند 𝐩𝐦, 𝐪𝐧) [6]: 

,pmلتكن  qn وبحيث يكون:  ،متتاليتين من الثوابت الحقيقية أو العقدية 

Pm = p0 + p1 + ⋯ + pm , Qn = q0 + q1 + ⋯ + qn  
∑متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة المضاعفة:  Sm,nولتكن  ∑ um,n

∞
n=0

∞
m=0 

,N)بطريقة نيورلند  Aهذه المتسلسلة جموعية إلى المجموع عندئذ تكون  pm, qn)  :إذا تحقق مايلي

limm→∞,n→∞ tm,n = A،  :حيث إنtm,n = ∑ ∑
pm−i.qn−j.Si,j

Pm.Qn

n
j=0

m
i=0. 

∑ونكتب عندئذ:  ∑ um,n
∞
n=0

∞
m=0 = A (N, pm, qn). 

 وعية ) لقابلية الجمع ( بطريقة نيورلند المضاعفة: الشروط النظامية للجم

∑ ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn

n
j=0

m
i=0 → 1 ; m → ∞, n → ∞  

limm,n ∑ |
pm−i.qn−j

Pm.Qn
|n

j=0 = 0 ; ∀i = 1,2, ….  

limm,n ∑ |
pm−i.qn−j

Pm.Qn
|m

i=0 = 0 ; ∀j = 1,2, ….  

 كما يلي:  (Little-Oh)الصغيرة( o-و) (Big-Oh)الكبيرة( (O-ف ملاحظة: يمكن تعري

:fلتكن لدينا الدالة:  X → Y،  :حيث إنX، Y نجد:  [7]عندئذٍ من ،مجموعتان من الأعداد الحقيقية 

O(f) = { g: X → Y ; ∃ x0, c > 0; ∀x ≥ x0 ⟹ cf(x) ≥ g(x) ≥ 0 }  
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gونكتب:  = O(f) أوg ∈ O(f). 

o(f) = { g: X → Y ; ∀ c > 0∃x0 > 0; ∀x ≥ x0 ⟹ cf(x) > g(x) ≥ 0}  
gونكتب:  = o(f) أوg ∈ o(f). 

 متسلسلة فورييه البسيطة:

–]وقابلة للمكاملة وفق ليبيغ على المجال  ،2πدالة دورية دورها  fلتكن  π, π]،  عندئذٍ فإن متسلسلة

 :[8]فورييه لهذه الدالة تعطى بالشكل 

f(t)~
a0

2
+ ∑ (an cos nt + bn sin nt)∞

n=1 … (1)  

 :حيث

a0 =
1

π
∫ f(t)dt

π

−π
  

an =
1

π
∫ f(t) cos nt dt

π

−π
 , bn =

1

π
∫ f(t) sin nt dt

π

−π
  

 المتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه البسيطة:

 :[3,4,8,10]تعطى بالشكل  (1)إن المتسلسلة المرافقة للمتسلسلة 

∑ (an sin nt − bn cos nt)∞
n=1  … (2)  

 : [1,4,9,12]ييه المضاعفة )متسلسلة فورييه بمتغيرين( متسلسلة فور 

وقابلة للمكاملة وفق ليبيغ في المربع:  ،vو uوذلك بالنسبة لكل من  2πدالة دورية دورها  fلتكن 

Q: [−π, π] × [−π, π]. 

 عندئذٍ تعطى متسلسلة فورييه المضاعفة لهذه الدالة بالعلاقة:

f(u, v) = ∑ ∑ λm,n[αm,n cos mu cos nv + βm,n sin mu cos nv +∞
n=0

∞
m=0

γm,n cos mu sin nv + δm,n sin mu sin nv]  

= ∑ ∑ λm,nAm,n(u, v)∞
n=0

∞
m=0  … (3)  

 حيث: 

λ0,0 =
1

4
, λm,0 =

1

2
; m > 0, λ0,n =

1

2
 ; n > 0, λm,n = 1 ; m, n > 0  

 ي:ومعاملات متسلسلة فورييه بمتغيرين لها الشكل الآت

αm,n =
1

π2 ∬ f(u, v) cos mu cos nv dudv
Q

; m, n = 0,1,2, ….  

βm,n =
1

π2 ∬ f(u, v) sin mu cos nv dudv
Q

; m, n = 0,1,2, ….  

γm,n =
1

π2 ∬ f(u, v) cos mu sin nv dudv
Q

; m, n = 0,1,2, ….  

δm,n =
1

π2 ∬ f(u, v) sin mu sin nv dudv
Q

; m, n = 0,1,2, ….  

 تسمى هذه العلاقات علاقات أولر.و 

,π−]يدل على المربع الأساس ي  Qحيث إن  π] × [−π, π]. 

تسمى المتسلسلة السابقة متسلسلة  ،هذه العلاقات αm,n، βm,n، γm,n، δm,nوإذا لم تحقق الثوابت: 

 مثلثاتية ليست متسلسلة فورييه.

وتحقق أمثالها علاقات  ،(3)لثاتية تعطى بالشكل أو نكتب متسلسلة فورييه المضاعفة: هي متسلسلة مث

 أولر. 
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ً
بحيث تتبع الأول  ،وتنتج متسلسلة فورييه المضاعفة عن ضرب متسلسلتي فورييه البسيطة ببعضها بعضا

 .yوالثانية تتبع للمتغير  ،xفيها للمتغير 

 :[4] المتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه المضاعفة

 اعفة ثلاث متسلسلات مرافقة تعطى بالأشكال الثلاث الآتية:إن لمتسلسلة فورييه المض

∑ ∑ λm,n[−βm,n cos mu cos nv + αm,n sin mu cos nv −∞
n=0

∞
m=1

δm,n cos mu sin nv + δm,n sin mu sin nv] … (4)  

∑ ∑ λm,n[−γm,n cos mu cos nv − δm,n sin mu cos nv +∞
n=1

∞
m=0

αm,n cos mu sin nv + βm,n sin mu sin nv] … (5)  

∑ ∑ [δm,n cos mu cos nv − γm,n sin mu cos nv −∞
n=1

∞
m=1

βm,n cos mu sin nv + αm,n sin mu sin nv] … (6)  

f̅إن الدوال المرافقة  f̅و (1) f̅و (2) ني والثالث والرابع تعطى بالعلاقات المقابلة للأشكال الثا ،vو uبـ  (3)

 :[8]الآتية 

f̅ (1)(u, v) = −
1

π
∫

f(u+s,v)−f(u−s,v)

2 tan
s

2

ds
π

0
  

f̅ (2)(u, v) = −
1

π
∫

f(u,v+t)−f(u,v−t)

2 tan
t

2

dt
π

0
  

f̅ (3)(u, v) =
1

π2 ∫ ∫
f(u+s,v+t)−f(u−s,v+t)−f(u+s,v−t)+f(u−s,v−t)

2 tan
s

2
.2 tan

t

2

dsdt
π

0

π

0
  

سنقوم في دراستنا هذه بوضع مبرهنة حول الجموعية بطريقة نيورلند المضاعفة للمتسلسلة المرافقة 

 .(6)لمتسلسلة فورييه المضاعفة بشكلها الثالث 

,L2([0الفضاء  π] × [0, π]): هو مجموعة كل الدوال المضاعفة )بمتغيرين( المعرفة والقيوسة على

,0]المربع  π] × [0, π]  :والتي تحقق الشرط∫ ∫ |f(u, v)|2dudv
π

0

π

0
< ∞. 

 :[11]ويعرف النظيم في هذا الفضاء بالشكل 

‖f(x, y)‖L2([0,π]×[0,π]) = (∫ ∫ |f(x, y)|2dxdy
π

0

π

0
)

1

2  

 النتائج:

 نيورلند المضاعفة:تها بطريقة امرافقإيدى متسلسلة فورييه المضاعفة و  جموعية

 وقابلة للمكاملة وفق ليبيغ في المربع ،vو uوذلك بالنسبة لكل من  2πدالة دورية دورها  fن لتك

Q: [−π, π] × [−π, π]. 

 : [12]لنكتب 

ϕ(x, y) = ϕ(u, v; x, y)  

=
1

4
[f(u + x, v + y) + f(u + x, v − y) + f(u − x, v + y) + f(u − x, v −

y) − 4f(x, y)]  

Φ(x, y) = ∫ ∫ |ϕ(s, t)|dsdt
y

0

x

0
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τ = [
1

t
لـ دالة الجزء الصحيح [

1

t
،σ = [

1

s
دالة الجزء الصحيح لـ [

1

s
 

Mm(x) =
1

πPm
∑ pk

sin(m−k+
1

2
)x

sin
x

2

m
k=0  , Nn(y) =

1

πQn
∑ qk

sin(n−k+
1

2
)y

sin
y

2

n
k=0  

M̅m(x) =
1

πPm
∑ pk

cos(m−k+
1

2
)x

sin
x

2

m
k=0  , N̅n(y) =

1

πQn
∑ qk

cos(n−k+
1

2
)y

sin
y

2

n
k=0   

  :[6,9]تمهيديات

 لإثبات المبرهنتين تلزمنا التمهيديات الآتية:

 عندئذٍ: ،متتالية غير سالبة ومتناقصة {pm}: إذ اكانت 1تمهيدية 

0من أجل  ≤ a < b < ∞ , 0 < x ≤ π،  ومن أجل أي عدد صحيح موجبm، :يكون 

|∑ pk. ei(m−k)xb
k=a | ≤ AP[1

x
] ; A = constant  

 عندئذٍ: ،متتالية غير سالبة ومتناقصة {qn}: إذا كانت 2تمهيدية 

0من أجل  ≤ a < b < ∞ , 0 < x ≤ π،  ومن أجل أي عدد صحيح موجبn، :يكون 

|∑ pk. ei(n−k)yb
k=a | ≤ AQ

[1
y

]
 ;  A = constant  

 :[6,9]تم إثبات التمهيديتين الآتيتين  وبالإعتماد على التمهيديتين السابقتين

 عندئذٍ: ،متتالية غير سالبة ومتناقصة {pm}: إذاكانت 3تمهيدية 

0من أجل  ≤ a < b < ∞ , 0 < x ≤ π،  ومن أجل أي عدد صحيح موجبm، :يكون 

|∑ pk.
sin(m−k+

1

2
)x

sin
1

2
x

b
k=a | = O {

Pσ

x
} ;  σ = [

1

x
]  

|∑ pk.
cos(m−k+

1

2
)x

sin
1

2
x

b
k=a | = O {

Pσ

x
} ;  σ = [

1

x
]  

 عندئذٍ: ،متتالية غير سالبة ومتناقصة {qn}: إذاكانت 4تمهيدية 

0من أجل  ≤ a < b < ∞ , 0 < y ≤ π،  ومن أجل أي عدد صحيح موجبn، :يكون 

|∑ qk.
sin(n−k+

1

2
)y

sin
1

2
y

b
k=a | = O {

Qτ

y
} ;  τ = [

1

y
]  

|∑ qk.
cos(n−k+

1

2
)y

sin
1

2
y

b
k=a | = O {

Qτ

y
} ; τ = [

1

y
]  

 .(2)و (1)في إثبات المبرهنتين  (4)و  (3)ملاحظة: تم استخدام التمهيديتين 

 (:1مبرهنة)

,N)لتكن  pm, qn) ولتكن المتتاليتين  ،طريقة نيورلند النظامية{pm}  و{qn} 

Pmيث: حقيقيتين غير سالبتين ومتناقصتين بح → Qnو ∞ → ∞. 

,Φ(xعندئذ إذا كان:  y) = ∫ ∫ |ϕ(s, t)|dsdt
y

0
= o (

p
[
1
x

]

P
[
1
x

]

.

q
[
1
y

]

Q
[
1
y

]

)
x

0
. 
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,f(xفإن متسلسلة فورييه المضاعفة جموعية إلى الدالة  y)  بطريقة نيورلند المضاعفة في الفضاء

L2([0, π] × [0, π]). 

 إثبات المبرهنة:

,sj,k(xية المجاميع الجزئيةإن متتال y) لمتسلسلة فورييه المضاعفة في النقطة 

(u, v) = (x, y) :تعطى بالعلاقة 

sj,k(x, y) = f(x, y) +
1

π2 ∫ ∫ ϕ(x, y)
sin(i+

1

2
)x

sin
x

2

sin(j+
1

2
)y

sin
y

2

dxdy
π

0

π

0
  

 وذلك لأن:

sj,k(x, y) = ∑ ∑ λi,l {
αi,l cos ix cos ly + βi,l sin ix cos ly

+γi,l cos ix sin ly + δi,l sin ix sin ly
}k

l=0
j
i=0   

= ∑ ∑ λi,l.
1

π2
∫ ∫ f(s, t) ×

π

−π

π

−π

k

l=0

j

i=0

 

{

cos is cos lt . cos ix cos ly
+ sin is cos lt . sin ix cos ly + cos is sin lt . cos ix sin ly

+ sin is sin lt . sin ix sin ly
} dsdt  

= ∑ ∑ λi,l.
1

π2 ∫ ∫ f(s, t) ×
π

−π

π

−π
k
l=0

j
i=0   

{cos lt . cos ly . (cos is . cos ix + sin is . sin ix)
+ sin lt . sin ly . (cos is . cos ix + sin is . sin ix)}dsdt 

= ∑ ∑ λi,l.
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
× {cos i(s − x) . cos l(t − y)}dsdt

π

−π
k
l=0

j
i=0   

=
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
∑ ∑ λi,l. cos i(s − x) . cos l(t − y)k

l=0
j
i=0 dsdt

π

−π
  

 :λi,lبمراعاة الحالات التي تأخذها قيم 

λ0,0 =
1

4
 , λi,0 =

1

2
; i > 0 , λ0,l =

1

2
 ; l > 0 , λi,l = 1 ; i, l > 0  

sj,k(x, y) =
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (

1

4
) . 1.1. dsdt

π

−π
 ; i = l = 0  

+
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (

1

2
) . 1. ∑ cos l(t − y)k

l=1 dsdt
π

−π
 ; i = 0, l > 0  

+
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (

1

2
) . ∑ cos i(s − x)j

i=1 . 1. dsdt
π

−π
 ; i = 0, l > 0  

+
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (1). ∑ cos i(s − x)j

i=1 . ∑ cos l(t − y)k
l=1 dsdt

π

−π
  

; i > 0, l > 0  
 الآن:

sj,k(x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
dsdt

π

−π
  

+
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (∑ cos l(t − y)k

l=1 +
1

2
−

1

2
) dsdt

π

−π
  

+
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
. (∑ cos i(s − x)j

i=1 +
1

2
−

1

2
) dsdt

π

−π
  

+
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
×

π

−π
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× (∑ cos i(s − x)j
i=1 +

1

2
−

1

2
) . (∑ cos l(t − y)k

l=1 +
1

2
−

1

2
) dsdt  

 ومنه فإن:

sj,k(x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
dsdt

π

−π
  

+
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(k+
1

2
)(t−y)

2 sin
t−y

2

dsdt
π

−π
−

1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
dsdt

π

−π
  

+
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(s−x)

2 sin
s−x

2

dsdt
π

−π
−

1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
dsdt

π

−π
  

+
1

π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(s−x)

2 sin
s−x

2

.
sin(k+

1

2
)(t−y)

2 sin
t−y

2

dsdt
π

−π
  

−
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(s−x)

2 sin
s−x

2

dsdt
π

−π
  

−
1

2π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(k+
1

2
)(t−y)

2 sin
t−y

2

dsdt
π

−π
+

1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
dsdt

π

−π
  

,sj,k(xوبالتالي فإن:  y) =
1

4π2 ∫ ∫ f(s, t)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(s−x)

sin
s−x

2

.
sin(k+

1

2
)(t−y)

sin
t−y

2

dsdt
π

−π
 

 نجد: ،vوكل بــ  uبــ  sنبدل كل 

sj,k(x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ f(u, v)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(u−x)

sin
u−x

2

.
sin(k+

1

2
)(v−y)

sin
v−y

2

dudv
π

−π
  

=
1

4π2 ∫ ∫ f(u, v)
π

−π
.

sin(j+
1

2
)(x−u)

sin
x−u

2

.
sin(k+

1

2
)(y−v)

sin
y−v

2

dudv
π

−π
  

=
1

4π2 {∫ ∫
0

−π

0

−π
+ ∫ ∫

π

0

0

−π
+ ∫ ∫

0

−π

π

0
+ ∫ ∫

π

0

π

0
} f(u, v) ×  

×
sin(j+

1

2
)(x−u)

sin
x−u

2

.
sin(k+

1

2
)(y−v)

sin
y−v

2

dudv  

= H1 + H2 + H3 + H4  
H1:xنبدل في  − s = u , y − t = v  وفيH2: x − s = u , y + t = v 

xوفي + s = u , y − t = v: H3  وفيH4: x + s = u , y + t = v 

sj,k(x, y) 
1

4π2 ∫ ∫ f(x − s, y − t)
y

y+π
× 

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

(−ds)(−dt)
x

x+π
  

+
1

4π2 ∫ ∫ f(x − s, y + t)
π−y

−y
×

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

(−ds)dt
x

x+π
  

+
1

4π2 ∫ ∫ f(x + s, y − t)
y

y+π
×

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

ds(−dt)
π−x

−x
  

+
1

4π2 ∫ ∫ f(x + s, y + t) ×
π−y

−y

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π−x

−x
  

 نجد أن: ،وبالاعتماد على نتيجة سابقة ،2πودورها  y و xدالة دورية بالنسبة لـ  fستفادة من كون بالا 
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sj,k(x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ {
f(x + s, y + t) + f(x + s, y − t)

+f(x − s, y + t) + f(x − s, y − t)
}

π

0
×

π

0
  

×
sin(j+

1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt  

 لدينا:

ϕ(s, t) = ϕ(x, y; s, t)  

=
1

4
{f(x + s, y + t) + f(x + s, y − t) + f(x − s, y + t) + f(x − s, y − t) −

4f(x, y)}  
 وبالتالي فإن:

f(x + s, y + t) + f(x + s, y − t) + f(x − s, y + t) + f(x − s, y − t) =

4ϕ(s, t) + 4f(x, y)  
 ومنه فإن متتالية المجاميع الجزئية لمتسلسلة فورييه المضاعفة تاخذ الشكل:

sj,k(x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ {4ϕ(s, t) + 4f(x, y)}
π

0
×

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π

0
  

⟹ sj,k(x, y) =
1

π2 ∫ ∫ ϕ(s, t)
π

0
.

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π

0
  

+
1

π2
f(x, y). ∫

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

ds
π

0
. ∫

sin(j+
1

2
)t

sin
t

2

dt
π

0
  

∫لكن: 
sin(n+

1

2
)t

2 sin
t

2

dt
π

0
=

π

2
 حيث إن: ،

∑ {
sin(k+

1

2
)t

2sin
1

2
t

}n
k=0 = ∑ {Dk(t)}n

k=0   

= Fn(t) =
sin2(n+1)(

1

2
t)

2sin2(
1

2
t)

  

∑: وحيث sin (k +
1

2
) tn

k=0 =
1−cos(n+1)t

2 sin
t

2

=
sin2(n+1)

t

2

sin
t

2

  

 نواة فيجر. Fn(t)بينما تسمى الدالة  ،نواة ديرخليه Dn(t)وتسمى الدالة  

 [5,39] :وتحقق هاتان الدالتان ما يأتي
1

π
∫ Dn(t)

π

−π
dt = 1 ,

1

π
∫ Fn(t)

π

−π
dt = n + 1  

 لتالي فإن:وبا

sj,k(x, y) =
1

π2 ∫ ∫ ϕ(s, t)
π

0
.

sin(j+
1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π

0
+

1

π2
f(x, y). π. π  

 أي إن:

sj,k(x, y) − f(x, y) =
1

π2 ∫ ∫ ϕ(s, t)
sin(j+

1

2
)s

sin
s

2

.
sin(k+

1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π

0

π

0
  

 ويمكننا أن نكتب:
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sj,k(x, y) − f(x, y) =
1

π2 ∫ ∫ ϕ(x, y)
sin(j+

1

2
)x

sin
x

2

.
sin(k+

1

2
)y

sin
y

2

dxdy
π

0

π

0
  

 عندئذٍ:

∑ ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn
{sj,k(x, y) − f(x, y)}n

k=0
m
j=0 =

1

π2 ∫ ∫ ϕ(x, y) ∑ ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn

sin(i+
1

2
)x

sin
x

2

sin(j+
1

2
)y

sin
y

2

n
j=0

m
i=0 dxdy

π

0

π

0
  

tm,nأو: 
(N,pm,qn)(x, y) − f(x, y) = ∫ ∫ ϕ(x, y)Mm(x)Nn(y)dxdy

π

0

π

0
 

∑حيث إن:  ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn
f(x, y)n

k=0
m
j=0 = f(x, y) ∑ ∑

pm−i.qn−j

Pm.Qn

n
k=0

m
j=0 = f(x, y) 

∑وذلك لأن:  ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn

n
k=0

m
j=0 = ∑ ∑

pi.qj

Pm.Qn

n
k=0

m
j=0 = ∑

pi 

Pm 
∑

qj

Qn

n
k=0

m
j=0 = 1 

 الآن إذا أثبتنا أن:

‖tm,n
(N,pm,qn)

(x, y) − f(x, y)‖
L2([0,π]×[0,π])

= (∫ ∫ |tm,n
(N,pm,qn)

(x, y) −
π

0

π

0

f(x, y)|
2

dxdy)

1

2

= o(1) ;  

m → ∞, n → ∞ 
 يتم المطلوب.

 لدينا: 

tm,n
(N,pm,qn)(x, y) − f(x, y) =  

‖tm,n
(N,pm,qn)

(x, y) − f(x, y)‖
L2([0,π]×[0,π])

  

=

(∫ ∫ |(∫ ∫
1

n
0

1

m
0

+ ∫ ∫
ξ

1

n

δ
1

m

+ ∫ ∫
π

ξ

π

δ
) ϕ(x, y)Mm(x)Nn(y)dxdy|

2

dxdy
π

0

π

0
)

1

2

  

= (∫ ∫ |R1 + R2 + R3|2dxdy
π

0

π

0
)

1

2  

 لدينا:

R1 = O(mn) ∫ ∫ |ϕ(x, y)|dsdt
1

n
0

1

m
0

= o(mn)Φ (
1

m
,

1

n
)  

= o (
mpm

Pm
.

nqn

Qn
) = o(1) ; m → ∞, n → ∞  

 ( نحصل على: 3من التمهيدية )الآن بالاستفادة 

R2 = O {
1

Pm.Qn
∫ ∫ |ϕ(x, y)|

ξ
1

n

δ
1

m

P
[
1
x

]

x

Q
[
1
y

]

y
dxdy}  
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= O {
1

Pm.Qn
(ϕ(x, y)

P
[
1
x

]

x

Q
[
1
y

]

y
)

1

m
,
1

n

δ,ξ

+
1

Pm.Qn
∫ ∫ ϕ(x, y)

ξ
1

n

δ
1

m

P
[
1
x

]

x2

Q
[
1
y

]

y2
dxdy +

o(1)}  

= o(1) +
1

Pm.Qn
{o (

p
[
1
x

]

P
[
1
x

]
.

q
[
1
y

]

Q
[
1
y

]

)
P

[
1
x

]

x

Q
[
1
y

]

y
}

1

m
,
1

n

δ,ξ

+ o {
1

Pm.Qn
∫ ∫

p
[
1
x

]

x2

q
[
1
y

]

y2
dxdy

ξ
1

n

δ
1

m

} =

o(1) + o {
1

Pm.Qn
∫ ∫ p[u]. q[v]dudv

n
1

ξ

m
1

δ

} = o(1)  

ومن الشروط النظامية لطريقة نيورلند المضاعفة )حيث نعتبر طريقة نيورلند المضاعفة نظامية في هذا 

 يكون لدينا: ،ليبيغ-البحث( ومبرهنة ريمان

R3 = o(1); m → ∞, n → ∞  

‖tm,n
(N,pm,qn)

(x, y) − f(x, y)‖
L2([0,π]×[0,π])

= (∫ ∫ |o(1)|2dxdy
π

0

π

0
)

1

2 = o(1) ;  

m → ∞, n → ∞  
 بهذا الشكل يكتمل إثبات المبرهنة.

 قابلية جمع المتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه المضاعفة بالطريقة المصفوفية المضاعفة:

ضاعفة سوف نأخذ متتالية المجاميع الجزئية للشكل الثالث للمتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه الم

 :[4]والمعطاة بالعلاقة 

∑ ∑ {δmn cos mx cos ny − γmn sin mx cos ny −∞
n=1

∞
m=1

βmn cos mx sin ny + αmn sin mx sin ny} … (∗)  
 لنكتب:

ψ(x, y) = ψ(x, y; s, t)  

=
1

4
{f(x + s, y + t) − f(x − s, y + t) − f(x + s, y − t) + f(x − s, y − t)}  

Ψ(x, y) = ∫ ∫ |ψ(s, t)|dsdt
y

0

x

0
  

τ = [
1

t
دالة الجزء الصحيح لـ [

1

t
،σ = [

1

s
دالة الجزء الصحيح لـ [

1

s
 

M̅m(x) =
1

πPm
∑ pk

cos(m−k+
1

2
)x

sin
x

2

m
k=0  , N̅n(y) =

1

πQn
∑ qk

cos(n−k+
1

2
)y

sin
y

2

n
k=0  

 النظامية.ولنفرض أن طريقة نيورلند المضاعفة تحقق الشروط 

 (:2مبرهنة)

,N) لتكن طريقة نيورلند pm, qn) ولتكن المتتاليتين  ،نظامية{pm} و{qn} 

Pmحقيقيتين غير سالبتين ومتناقصتين بحيث:  → Qnو ∞ → ∞. 
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,Ψ(xعندئذ إذا كان:  y) = ∫ ∫ |ψ(s, t)|dsdt
y

0
= o (

p
[
1
x

]

P
[
1
x

]

.

q
[
1
y

]

Q
[
1
y

]

)
x

0
. 

تكون جموعية بطريقة نيورلند  (∗)فإن المتسلسلة المرافقة لمتسلسلة فورييه المضاعفة المعرفة بالعلاقة

,f(̅xالمضاعفة إلى الدالة:  y)  :والتي تأخذ الشكلf(̅x, y) =
1

4π2 ∫ ∫ ψ(s, t).
1

tan
s

2
tan

t

2

dsdt
π

0

π

0
. 

,L2([0في الفضاء  π] × [0, π]) تكاملات السابقة موجودة.بحيث تكون ال 

 :(2)إثبات المبرهنة

,s̅j,k(xتعطى متتالية المجاميع الجزئية  y) لمتسلسلة فورييه المضاعفة بالعلاقة  (∗)للمتسلسلة المرافقة

[8] :s̅j,k(x, y) = f(̅x, y) +
1

π2 ∫ ∫ ψ(s, t)
cos(j+

1

2
)s

sin
s

2

cos(k+
1

2
)t

sin
t

2

dsdt
π

0

π

0
. 

 عندئذٍ:

∑ ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn
{s̅j,k(x, y) − f(̅x, y)}n

k=0
m
j=0 =

1

π2 ∫ ∫ ψ(x, y) ∑ ∑
pm−i.qn−j

Pm.Qn
.

cos(i+
1

2
)x

sin
x

2

.
cos(j+

1

2
)y

sin
y

2

n
j=0

m
i=0 dxdy

π

0

π

0
  

t̅أو: 
m,n
(N,pm,qn)(x, y) − f(̅x, y) = ∫ ∫ ψ(x, y)M̅m(x)N̅n(y)dxdy

π

0

π

0
 

 إذا أثبتنا أن:

‖t̅
m,n
(N,pm,qn)

(x, y) − f(̅x, y)‖
L2([0,π]×[0,π])

=  

= (∫ ∫ |t̅
m,n
(N,pm,qn)(x, y) − f(̅x, y)|

2
dxdy

π

0

π

0
)

1

2

= o(1) ; m → ∞, n → ∞  

 يتم المطلوب.

 لدينا:

‖t̅
m,n
(N,pm,qn)

(x, y) − f(̅x, y)‖
L2([0,π]×[0,π])

  

=

(∫ ∫ |(∫ ∫
1

n
0

1

m
0

+ ∫ ∫
ξ

1

n

δ
1

m

+ ∫ ∫
π

ξ

π

δ
)ψ(x, y)M̅m(x)N̅n(y)dxdy|

2

dxdy
π

0

π

0
)

1

2

  

= (∫ ∫ |R̅1 + R̅2 + R̅3|2dxdy
π

0

π

0
)

1

2  

R̅1لدينا:  = O(mn) ∫ ∫ |ψ(x, y)|dsdt
1

n
0

1

m
0

= o(mn)Ψ (
1

m
,

1

n
). 

R̅1ومنه:  = o (
mpm

Pm
.

nqn

Qn
) = o(1) ; (m → ∞, n → ∞). 

R̅2الآن:  = O {
1

Pm.Qn
∫ ∫ |ψ(x, y)|

ξ
1

n

δ
1

m

P
[
1
x

]

x

Q
[
1
y

]

y
dxdy}. 

 .(4)وذلك حسب التمهيدية 
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= O {
1

Pm.Qn
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1
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]

x

Q
[
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y

]

y
)

1

m
,
1

n

δ,ξ

+
1

Pm.Qn
∫ ∫ ψ(x, y)

ξ
1

n

δ
1

m
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[
1
x

]

x2

Q
[
1
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]

y2
dxdy +

o(1)}  

= o(1) +
1

Pm.Qn
{o (
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[
1
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[
1
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]
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[
1
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]

Q
[
1
y

]
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P

[
1
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x
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[
1
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]
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}

1
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,
1

n

δ,ξ

+ o {
1

Pm.Qn
∫ ∫

p
[
1
x

]

x2

q
[
1
y

]

y2
dxdy

ξ
1

n

δ
1

m

} =

o(1) + o {
1

Pm.Qn
∫ ∫ p[u]. q[v]dudv

n
1

ξ

m
1

δ

} = o(1)  

 يكون لدينا:  ،ليبيغ-من شروط النظامية لطريقة نيورلند المضاعفة ومبرهنة ريمان

R̅3 = o(1) ; (m → ∞, n → ∞)  
 لذلك فإنه ومن الحسابات المذكورة أعلاه يكون قد تم إثبات المبرهنة.

 الصلاصة:

المتسلسلة المرافقة لها بالنسبة و المضاعفة  متسلسلة فورييه جموعية دراسةفي هذا البحث قمنا ب

,N)ضاعفة الم نيورلند بطريقة ،𝑦و 𝑥للمتغيرين  pm, qn)  وذلك في الفضاءL2([0, π] × [0, π]). 

 :توصياتال

 دراسة المرافقات  ،يمكننا دراسة متسلسلات فورييه المضاعفة في فضاءات تابعية أخرى 
ً
كما يمكننا أيضا

متسلسلات فورييه الثلاثية بطريقة إضافة لدراسة  ،في الفضاء السابق نفسه ،الأخرى لمتسلسلة فورييه المضاعفة

 وهكذا.نيورلند الثلاثية 
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