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Abstract: Grobner basis are considered one of the modern mathematical tools which has become of interest for the 

researchers in all fields of mathematics. 

Grobner basis are generally polynomials with multiple variables that has certain characteristics. 

it's includes two main axis:   

1- The first axis we have presented the definition of Grobner basis and their properties. 

2- The second axis we have studied some applications of Grobner basis, and we give some examples about its. 

The goal of these paper is to identify Grobner basis and some algorithms related to how to find them and talked about the 

most important applications, including: the issue of belonging and the issue of containment, and to reach our goal to follow 

the analytical and structural approach, we defined these basis and we have many results, The Grosvenor we obtained is not 

alone in general and to be single, some additional conditions must be set on these basis, and we conclude that Grobner 

basis have many applications in the solutions of algebraic equations in more than one transformer and in many fields. 

Keywords: Multivariate Polynomial Ring, Term Order, Division algorithm, Basic Hilbert's theorem, Grobner basis, 
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ات بأكثر من متغير ات الحدوديَّ  قواعد جروبنر فوق مثاليَّ

 خالد سليمان العكله

 سوريا ||جامعة البعث  || كلية العلوم

ة الحديثة التي أثارت اهتمام العديد من الرياضيين: الملخص اضيَّ وهي عبارة عن مجموعة من ، تعد قواعد جروبنر إحدى الأدوات الريَّ

رات وتمتلك خواص الحدوديَّ  نة.ات المتعددة المتغيَّ  معيَّ

 : يندرج هذا البحث ضمن محورين

 في المحور الأول تطرقنا إلى دراسة قواعد جروبنر وخصائصها.  -1

 في المحور الثاني قمنا بتعريف بعض تطبيقات هذه القواعد وعرضنا بعض الأمثلة حول تلك التطبيقات. -2

و التعرف على قواعد جروبنر وبعض الخوارزميات التي تتعلق بكيفيه إيجادها وتحدثنا عن أهم والهدف الرئيس من هذا البحث ه

فقد قمنا بتعريف  ،وللوصول إلى هدفنا المراد اتبعنا المنهج التحليلي والتركيبي ،مسألة الانتماء الرئيسية ومسألة الاحتواء: التطبيقات منها

 وحتى تكون وحيدة يجب  تلك القواعد وحصلنا على العديد من النتائج
ً
أهمها أن قواعد جروبنر التي حصلنا عليها ليست وحيدة عموما

ونخلص إلى القول بأن لقواعد جروبنر تطبيقات عديدة في حلول جمل المعادلات  ،وضع بعض الشروط الإضافية على تلك القواعد

 الجبرية بأكثر من متحول وفي مجالات عدة.

قواعد  ،مبرهنة هيلبرت الأساسية ،خوارزمية التقسيم الإقليدي ،ترتيب الحدود متغيَر، nوديَات بــــ حلقة الحد: الكلمات المفتاحية

  جروبنر.
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 العكله (42) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

 : المقدمة

 كما قام العالم برونو بوشبرغر  ،(Gröbnerعلى يد جروبنر )1965ظهرت قواعد جروبنر في عام 

(B. Buchbergerبتصميم خوارزمية لإيجاد هذه القواعد للحصول ع ) لى طرائق لحل بعض المشكلات الأساسية في

  ،[2،3]وهو قسم من الجبر يهتم بالحدوديَات والمثاليات بالإضافة إلى الهندسة الجبرية ،[1]الجبر التبادلي
ً
وتساهم أيضا

 1985وفي عام  ،م التقنيَةمسائل القيم الحديَة والعديد من المسائل في العلو : في حل المسائل البعيدة عن الجبر مثل

( n( طريقة جروبنر في أحد كتبه في حل بعض أنظمة المعادلات في الفضاء من الرتبة )N.K.Boseاستخدم العالم )

.[3] 

ح ) 2001وفي عام  ،( بمقدمة قصيرة أهميَة استخدام قواعد جروبنر في نظرية المعادلاتB. Buchbergerوضَّ

 
ً
( قام عدة باحثين بإدخال قواعد جروبنر في إيجاد حلول أنظمة المعادلات الجبرية من الدرجة )Iniriaفي معهد ) مؤخرا

n )[4]،  لابد من التنويه إلى أنه عند استخدامنا الرمزK  وعندئذ تكون 
ً
]فإننا نقصد به حقلا ]K x  منطقة

 تكاملية.

 : مشكلة البحث

ات والحل سيكون باستخدام  Iإلى مثالي ما  fتكمن في معرفة انتماء حدودية  د بمجموعة من الحدوديَّ
َّ
مول

 تخدام قواعد جروبنر.بالإضافة إلى مسألة الاحتواء بين المثاليات باس ،خوارزمية التقسيم الإقليدي

وأهم التطبيقات لهذه القواعد  ،لقواعد جروبنر وكيفية إيجادها موجزةيهدف هذا البحث إلى دراسة : البحث هدف

 : ومنها

ة في المثاليات -1 ات : المسألة الرئيسيَّ بفرض لدينا حلقة الحدوديَّ K x
المثالي و  

1 2, ,... nI f f f d   

1بار باعت 2gcd( , ,...... )sd f f f،  وبفرض[ ]f K x  عندئذ الشرط اللازم والكافي كي تنتمي الحدوديّةf 

ة التقسيم الإقليدي.  ،صفريساوي ال d على fهو أن يكون باقي قسمة  Iإلى   وذلك باستخدام خوارزميَّ

1بفرض لدينا : مسألة الاحتواء -2 2, [ , ,.... ]nI J K x x x  وسوف نقوم باستخدام قواعد جروبنر تحديد متى

Iيكون  J  أوJ I  أوI J 

  :مواد البحث وطرائقه

يعد نوع هذه الدراسة في هذا البحث جزء مرتبط بأطروحة ماجستير تتحدث عن بعض تطبيقات قواعد 

والمراد من هذا  ،جروبنر فوق مثاليّات حلقة الحدوديّات بأكثر من متغير معتمدين الأسلوب الاستقرائي في التفكير

الإقليدي بأكثر من متحول وتوظيفها في  البحث هو تعميم خوارزميه القسمة بمتغير واحد إلى خوارزمية التقسيم

إضافة إلى  ،ومن أهم أدوات هذا البحث الملاحظة البسيطة وبعض التعميمات ،تطبيقات قواعد جروبنر المتعددة

 المصادر والوثائق المختلفة .

 [4]: 1تعريف

يعبر عنها بالشكل  Kمتغير فوق الحقل  nبـ  الحدودياتحلقة  1,..., nK x x  وكل عنصر فيها يدعى

: الشكلحدودية ويأخذ  jXai

 حيث : 

 1 2, , . ...i j na K X x x x   
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 العكله (43) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

بالرمز  الحدودياتولنرمز للمثالي في حلقة  1,..., nI K x x
 . 

 : وفق العلاقةيع الحدوديَات المرتبطة خطيَا ندعو المثالي المؤلف من جم

   1 1 2 2 1 1 1....... : ... ... ,...,r r n r nF p f p f p f f f F p p K x x    
Iبالمثالي  

هو عبارة عن المجموعة Fالمولد بـ 
F

  مجموعة من الحدوديّات . Fباعتبار  ،

 [5]: يرات الحدودترتيب الحدود في حلقة كث

  المعرفة بالشكل Tnبفرض لدينا المجموعة : 2تعريف

T𝑛 = {𝑋β = 𝑥1
β1 … 𝑥𝑛

β𝑛: βi  ∈ N، 𝑖 = 1، … ، 𝑛} 

∋ حيث          N𝑛  β = (β1  , …  , β𝑛  )  .  

 : والذي يحقق الشرطين الآتيين T𝑛في  pهو الترتيب الكلي  T𝑛إن الترتيب الحدودي في 

1- β1 X  من أجل جميعT𝑛  ∈ 𝑋β  ،1  ≠  𝑋β . 

    𝑋β < 𝑋αإذا كانت  -2
ً
> 𝑋ᵞ، إذا 𝑋β  𝑋ᵞ 𝑋α   من أجل جميعT𝑛  ∈ 𝑋ᵞ . 

]1بفرض أن  - ,..., ]nK x x حدوديات بـ هي حلقة ال𝑛  متغيَر فوق الحقلK  

 عندما 𝑛 = : كما يلي xK][وبسهولة نستطيع ترتيب الحدود في  ،xK][نحصل على حلقة الحدوديات  1

< … 1< 𝑥 < 𝑥2 < 𝑥3 

 1 العامة أما في حالة[ ,..., ]nK x x نواع أخرى من الترتيب سنلجأ لأ إن الترتيب السابق غير ممكن لذا ف

 : وهناك عدة أنواع نذكر منها

 الترتيب المعجمي الدرجي العكس ي . ،الترتيب المعجمي الدرجي ،الترتيب المعجمي

 : حيث 𝐓𝒏في ( order  lexicographical) يعرف الترتيب المعجمي : 3تعريف

>  𝑥n > ⋯   𝑥2 >  𝑥1 
 

α = (α1، … ، αn) ، β = (β1، … ، βn) ∈ N𝑛كما يلي : 

𝑋β < 𝑋α ⟺  الاحداثيات الأولى المختلفةαi، βi  فيα  وβ  من اليسار تحققβi <  αi 

 : حيث 𝐓𝒏( في lexicographical order degree) يعرف الترتيب المعجمي الدرجي: 4تعريف

>  𝑥n > ⋯   𝑥2 >  𝑥1 

α = (α1، … ، αn) ، β = (β1، … ، βn) ∈ N𝑛 كما يلي : 
𝑋β < 𝑋α  ⟺   ∑ αi < ∑ βi

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 

∑وفي حال  αi = ∑ βi
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  " عندها في هذه الحالة نطبقlexحيث " 

>  𝑥n > ⋯   𝑥2 >  𝑥1 

 



 م 2019 يونيو ــ الثالثالمجلد  ــالثاني العدد  ــونشر الأبحاث المجلة العربية للعلوم  ــالطبيعية والحياتية والتطبيقية مجلة العلوم 

 

 العكله (44) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

 (lexicographical order reverse degree): جمي الدرجي العكس ييعرف الترتيب المع: 5تعريف

<: حيث T𝑛في   𝑥n > ⋯   𝑥2 >  𝑥1 
α = (α1، … ، αn) ، β = (β1، … ، βn) ∈ N𝑛 

∑   ⟺  𝑋β < 𝑋α كما يلي  αi < ∑ βi
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 

∑أو   αi = ∑ βi
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  و𝑋β < 𝑋α  الإحداثيات الأولىαi، βi  فيα  وβ والتي هي  ،من اليمين

 βi >  αiوتحقق  ،مختلفة

 بـ 
ً
 . "degrevlex "سوف نعبر عن هذا الترتيب دائما

" يكونان متطابقين أما في الحالة العامة  deglex" و " "degrevlexفي حالة متغيرين إن الترتيبين : ملاحظة

 : حقق كما يظهر المثال التاليفهذا غير م

 : 1مثال 

 𝑥1
2 𝑥2 𝑥3 >  𝑥1  𝑥2

𝑥" مع  deglexباستخدام "  3  l > 𝑥 2 > 𝑥 3 بينما 

 𝑥1
2 𝑥2 𝑥3 <  𝑥1  𝑥2

𝑥" مع "degrevlexباستخدام  3  l > 𝑥 2 > 𝑥 3 

 لتكن العلاقة: 6تعريف  على  
ً
 معينا

ً
ترتيبا 1,..., nK x x إن الحدودية 1,..., nf K x x  تكتب بشكل وحيد

 : كما يلي

 
1 2

1 2 ... n

nf a X a X a X
  

   ،  0حيثia K ، 
i nX T


  

 ات التالية التي لها دور هام في قواعد جروبنرلنعرف المصطلح [6]: 7تعريف 

 𝑙𝑝(𝑓) = 𝑋 i :جداء القوة الرئيس ي فيf((the leading power product of f  

 𝑙𝑐(𝑓) =  a
𝑖
 . f(the leading coefficient of f ) المعامل الرئيس ي في :

 𝑙𝑡(𝑓) =  a
𝑖
 𝑋 i :الحد الرئيس ي فيf (the leading term of f ) .  

 [6]: مبرهنة هيلبرت الاساسية

كل مثالي  1,..., nI K x x 1لك مجموعة مولدة منتهية يمت,..., nI g g  1حيث,..., ng g I . 

مثالي في  Iبفرض 1,..., nK x x  المولد بالحدود الرئيسية لجميع عناصر المثاليويكون المثالي الرئيس ي هوI 

): عندئذ نكتب ) ( ),lt I lt f f I  . 

 : [9] مبرهنة

إذا كانت  1 2, ,..., ; 1m iG g g g g I i m      قاعدة جروبنر لـI ٍ1عندئذ 2, ,..., mI g g g. 

 : نتيجة 

},...,{بفرض 1 tggG  قاعدة جروبنر للمثاليI  1في[ ,..., ]nK x x،  1وليكن[ ,..., ]nf K x x  ٍعندئذ

f I  إذا وفقط إذا كان باقي قسمةf بوساطةG  0يساوي  
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 العكله (45) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

0)أو بالرموز 
Gf f I  )  

 : [10 ]ملاحظة 

 لقاعدة جروبنر أيالخ
ً
 : اصة المذكورة في النتيجة السابقة يمكن استخدامها تعريفا

Ifوذلك  0Gfوبتحقق الشرط  Iقاعدة ما للمثالي  Gبفرض   نجد أنG  هي قاعدة

 جروبنر.

 : خوارزمية القسمة

إن خوارزمية القسمة في 1,..., nK x x هي تعميم لخوارزمية القسمة في[ ]K x. 

,لتكن  [5] : 8تعريف , ; 0f g h g  من الحلقة 1,..., nK x x  نقول إنf  تختزل الىh بوساطةg 

بخطوة واحدة ونعبر عن ذلك 
g

f h  إذا وفقط إذا كان(g)lt  يقسم(f)lt  ونكتب
(f)

(g)

lt
h f g

lt
 . 

f,لدينا إذا كان: [7]وبتعميم التعريف السابق  h حدوديات في  1,..., nK x x 

و 1 2, ,... ; 0. (1 i )s iF f f f f s   ،  نقول عنf إنه يختزل إلىh  بوساطة عناصرF  و نعبر عن

: ذلك
F

f h  إذا وفقط إذا وجدت سلسلة الأدلة 1 2, ,... 1,....,ti i i s وسلسلة من الحدوديات

 1 2 1 1, ,... ,...,t nh h h K x x  حيث : 

3 11 2

1 2 1...
i ii i it t

f ff f f

tf h h h h


     
 و Kليكن : [1] )خوارزمية القسمة(1مبرهنة

ً
حقلا nxxK  Kحدوديات فوق الحقل حلقة ال 1,...,

 وليكن ns xxKffff ,...,,...,, 121   عندئذٍ يوجد ns xxKruuu ,...,,,...,, 121  بحيث يتحقق : 

rfufufuf ss  ...2211 
على  fباقي قسمة  rنسمي  1 2, ,... ; 0,(1 i )s iF f f f f s    

ruuuو لإيجاد  s ,,...,,  : سنعتمد على الخوارزمية التالية 21

: خوارزمية التقسيم الإقليدي  5,15 

       :المدخلات  ns xxKffff ,...,,...,, 121      ,   )1(0 sif i  

ruuuالمخرجات :  s ,,...,, rfufufuf  :حيث   21 ss   تختزل بواسطة  rو 2211...

 { sfff ,..., 21        و      {  )()(),()(),...,()(max 11 flprlpflpulpflpulp ss  

fhruuuالبداية   :                   s  :,0:,0:,...,0:,0: 21 

 اعمل : 0h  طالما  

)(بحيث iوجدت إذا   iflp  تقسم)(hlp   اختر  إذاi    أقل قيمة بحيث)( iflp  تقسم)(hlp 

 )(

)(

i

ii
flt

hlt
uu           i

i

f
flt

hlt
hh

)(

)(
 

لا  وا 
)(hltrr      )(hlthh  
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 العكله (46) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

 : لتكن لدينا الحدوديات التالية: 2مثال

2 2 2 2

1 21 1f x y xy y f xy f y       
1بدلالة الحدوديتين  fوسوف نكتب الحدودية  2,f f  

2 بداية نكتب - 2 2

1 20 0 0u u r h x y xy y      
 : وبعد إجراء العديد من الخطوات بحسب ما تمليه علينا خوارزمية التقسيم الإقليدي المذكورة آنفا نجد أن

                                 1 1 2 2f u f u f r                                                                               
2 2 2 2( )( 1) ( 1)(1) ( 1)x y xy y x y xy y x y          

 الآن سنتحدث عن قواعد جروبنر وطريقة بناءها وذلك بالاعتماد على خوارزمية بوشبرغر.

  Grobner's bases: قواعد جروبنر

  [5]: 9تعريف 

مثالي في الحلقة Iبفرض  1,..., nK x x  عندئذ ندعو المجموعة

 1 2, ,..., ; 1m iG g g g g I i m     لـ بـــ قاعدة جروبنرI يلي إذا تحقق ما

1 2( ), ( ),...... ( )mlt I lt g lt g lt g. 

 [6]: 2مبرهنة

إذا كانت  1 2, ,..., ; 1m iG g g g g I i m      قاعدة جروبنر لـI1 عندئذ 2, ,..., mI g g g. 

 [8]: 3مبرهنة

]1كل مثالي  ,... ]nI K x xغير صفري يمتلك قاعدة جروبنر. 

 : لبناء قواعد جروبنر Buchbergerخوارزمية 

 قبل التعرف على الخوارزمية التي نحسب من خلالها قواعد جروبنر لابد من ذكر تعريف

S- Polynomials  لحدوديتين,f g بوشبرغر. مبرهنة. ومن ثم ذكر 

 S-polynomial: [5] 10تعريف

f,بفرض  g  حدوديتان من 1,..., nK x x وليكن لدينا ترتيب حدود معين :p على 1,..., nK x x  عندئذ

)نعبر عن  , )S-polynomial f gبالعلاقة التالية : 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
( , )

( ) ( )

lcm lp f lp g lcm lp f lp g
Spol f g f g

lt f lt g
  

  [14،5]: الأولى Buchbergerمبرهنة 

 لتكن 1 2, ,..... ; 1m iG g g g g I i m     مجموعة من الحدوديات الغير صفرية في 

1 2[x , x ,....., x ]nK  عندئذG 1 قاعدة جروبنر وذلك من أجل 2, ,.... mI g g g إذا وفقط إذا تحقق الشرط : 

 (g ,g ) 0,
G

i jSpol i j    
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 العكله (47) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

 : وسنعرض الآن خطوات خوارزميّة تشكيل قواعد جروبنر

 
𝑓𝑖المدخلات :  ≠ 0(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠)            𝐹 = {𝑓1, … , 𝑓𝑠} ⊆ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  

𝐺المخرجات :  = {𝑔1, … , 𝑔𝑡} من أجل    قاعدة جروبنر〈𝑓1, … , 𝑓𝑠〉 

:𝐺البداية  :     = 𝐹      ،𝒢: = ({𝑓𝑖 , 𝑓𝑗}|𝑓𝑖 ≠ 𝑓𝑗 ∈ 𝐺) 

𝒢طالما   ≠  عملا 0

,𝑓}اختر أي  𝑔} ∈ 𝒢 

𝒢: = 𝒢 − {{𝑓, 𝑔}} 

  𝑆(𝑓, 𝑔)
𝐺
→+ ℎحيث ℎ تختزل بواسطة 𝐺 

ℎ إذا ≠  وبالتالي : 0

𝒢: = 𝒢⋃ {{𝑢, ℎ}|  𝑢 ∈ 𝐺من أجل جميع } 

𝐺: = 𝐺⋃{ℎ} 

 : 3مثال

 لتكن 2 2 2

1 2 3  1 ,1f x f y f x y x y       لنستخدم الترتيب المعجميو    £

lex""  معx y،  1لـــــ من أجل حساب قاعدة جروبنر 2 3  , ,I f f f ؟ 
 البدايةفي  1 2 3   : , ,G f f f  
       1 2 1 3 2 3: , , , , ,f f f f f fG  الأولر المرو  

    21 2 3: , , ,f f f fG  

  31 1  ,S f f y  ساطة)اختزلت بو  1 2 3, ,f f f)  4أي نكتب 1f y  
وبعد إجراء العديد من الخطوات بحسب خوارزميّة بوشبرغر نتوصل إلى قاعدة جروبنر المعطاة بالشكل 

: الآتي 1 2 3 4: , , ,G f f f f ويكون , 0 i j

G

S f f    1وذلك مهما تكن . 4i j  . 

 إن قواعد جروينر التي حصلنا عليها بطريقة بوشبرغر ليست وحيدة : ملاحظة
ً
 : سباب منهاوذلك لأ عموما

 .اختيار الحدوديات بشكل عشوائي يتمفي الخوارزمية السابقة  -1

 نحصل على قاعدة جديدة.سوف ترتيب  أيمن أجل  -2

 : ذلك سنعطي التعريف التاليمن أجل  ،عليها لتصبح وحيدة ضع بعض الشروطسن الذ

 [8]: )قاعدة جروبنر الصغرى(: 9تعريف 

نقول عن قاعدة جروبنر  1 2G g ,g ,.....,gt  تحققإنها صغرى إذا : 

g)من أجل كل  ) 1 ,ilc i و(g ) ,ilp i j  لا تقسم(g )jlp. 
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 العكله (48) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

 : 1نتيجة

}.....,{بفرض  1 tggG   قاعدة جروبنر للمثاليI،  و للحصول على قاعدة جروبنر صغرى منG  سنحذف

ijيتحقق من أجلها وجود  igكل   بحيث : 

( )jlp g يقسم( )ilp g 
على  igثم نقسم  ilc g  وذلكi. 

 [11]: قاعدة جروبنر المختزلة() 10تعريف

نقول عن قاعدة جروبنر  1 2G g ,g ,.....,gtإنها مختزلة إذا كان : 

g)من اجل كل  -1 ) 1 ,ilc i . 

تختزل بواسطة  giومن أجل كل  -2 G gi . 

iبفرض : بمعنى آخر j من أجل كلi  لا يوجد حد فيgi ة أيقابل للقسمة بواسط(g )jlp. 

 : نظريه بوشبرغر الثانيةسنعرض الآن و  مختزلة تكون صغرى .قاعدة جروبنر نلاحظ أن كل 

 [12،13]: الثانية Buchberger مبرهنة

  .لك قاعدة جروبنر مختزلة وحيدةتيم Iمن أجل ترتيب حدود معين. أي مثالي مغاير للصفر 

 : 4لمثا

2بفرض لدينا  , [ , , ]x y z xz y Q x y z     مستخدمين الترتيبdeg deglex lexx y z  

 ولنوجد قاعدة جروبنر و جروبنر الصغرى ثم المختزلة ؟

 : المناقشة

1: بعد تطبيق خوارزمية بوشبرغر لإيجاد قواعد جروبنر نجد أن 2 3 4{ , , , }G f f f f 

2وذلك باعتبار  2

3f y x z    3و 3

4f y z   

 فنجد  1- )على)  3fولإيجاد قاعدة جروبنر الصغرى نقسم 

2 2 2 3 3

1 2 3 4{ , , ,G f x y z f xz y f y x z f y z            
 . Iونجد بسهولة أنها قاعدة جروبنر المختزلة للمثالي 

 : النتائج

 : قواعد جروبنر في مثاليات حلقة الحدوديّات وأهمهاالآن سندرس بعض تطبيقات 

  [5]: نتماء الرئيسية(المسألة الرئيسية للمثاليات )مسألة الا  -1

1بفرض لدينا  2{ , ...., }nF f f f  1و 2{ , ,..., }tG g g g  د بمجموعه من
ّ
قاعدة جروبنر للمثالي المول

1الحدوديات 2, ...., nI f f f  0: يار أحد انواع الترتيب المذكورة سابقا نجد أنهوباختGf I f    
fومن الجدير بالذكر هنا أنه إذا تحقق  I  عندئذ فإنf 1: ستكتب بالشكل 1 .... t tf u g u g  

1حيث  1,... [ ,.., ]t nu u K x x 
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 العكله (49) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

د بمجموعة من الحدوديّات علينا إيجاد  Iإلى مثالي  fقول إنه لمعرفة انتماء حدوديّة ما ن: بكلام آخر
ّ
مول

بواسطه قاعدة جروبنر  fباستخدام خوارزميه التقسيم الإقليدي سنجد أنه باقي قسمة  ،Iقاعدة جروبنر للمثالي 

 Iالى  fوإلا فلن تنتمي  الناتجة هو الصفر 

  : 5مثال

2بفرض لدينا 

1f x y y x    2و

2f xy x   1وليكن 2,I f f   مستخدمينdeg lexx yp، 

Kباعتبار  Q وليكن لدينا الحدوديَة المعطاة بالشكل :
4 5 2 2 3 4 3 2 2 32 2 2 2 2 4 3 2 2f x y x x y x y x y xy x y x y x            ولنثبت أنf  تنتمي

 ؟Iلــ

  :فنجد أنها تكتب بالشكل Buchbergerلنوجد قاعدة جروبنر باستخدام خوارزميّة 

1 2 3 4 5: { , , , , }G f f f f f  
 2 2

3f y xy x   ،4 2

4 2f x xy x  ، 3

5 2f x y x    
1ومن السهل استنتاج أن   3 5{ , , }G f f f   3هي قاعدة جروبنر المختزلة لأن( )lt f  2يقسم( )lt f  

)5و  )lt f  4يقسم( )lt f. 

4 5 2 2 3 4 3 2 2 32 2 2 2 2 4 3 2 2f x y x x y x y x y xy x y x y x           
fوبعد إجراء العديد من الخطوات وذلك باستخدام خوارزميّة التقسيم الإقليدي نجد أن  I ونكتبf 

2: بالشكل 2

1 3 5( 2 ) (2 2 4) ( 2 2 2 1)f x y f y x f x y x f           

 [5]: مسألة الاحتواء -2

1بفرض لدينا  2, [ , ,.... ]nI J K x x x  وسوف نقوم باستخدام قواعد جروبنر تحديد متى يكونI J 

Jأو  I  أوI J ؟ 

Iلإثبات أن  - J  1وكانت,..., nI f f   1عندئذ يكفي إثبات أن,..., nf f J  وكنا قد ناقشنا ذلك

Jفي التطبيق السابق وكذلك الأمر لإثبات  I  

Iلاختبار فيما إذا كان  - J يكفي إثبات أن لكل منI,J أو يكفي إثبات أن  ،شتركةقاعدة جروبنر مختزلة م

I J  وJ I . 

 : 6مثال

2بفرض لدينا  - 2 3 4 2 2, , 2 , 3I x z xy y z xz y yz y y z z         و
2 2 3, ,J x z xy y z x yz       والمطلوب إثبات فيما إذا كانI J أوJ I  أوI J ؟ 

: ةنها معطاة بالعلاقإفنجد  باستخدام خوارزميّة بوشبرغر  Iبنر لــو لنوجد قاعدة جر  -

2 2 3 4 2 2, , 2 , 3I x z xy y z xz y yz y y z z         قاعدة جروبنر المختزلة 
ً
 ،وهي أيضا

  :يعبر عنها بالشكل Jونجد أن قاعدة جروبنر المختزلة لـــ

- 2 2 3 3 2, , 2 , 3 ,J x z xy y z xz y yz y yz z         من الواضح أنهما غير متساويتين إذا

Iنستنتج أن  J،  
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 العكله (50) قواعد جروبنر فوق مثاليَّات الحدوديَّات بأكثر من متغير
 

Iكما من الواضح أن  - J لأن
4 2 23y y z z J  ، وبسهوله نستطيع إثبات أنJ I  وذلك لأن

3x yz I  

 : الخلاصة

وتحدثنا عن  ،في نهاية هذا البحث نكون قد تعرفنا على قواعد جروبنر وعلى بعض الخوارزميات لإيجادها

بعض تطبيقاتها ومن الجدير بالذكر بأن هنالك العديد من التطبيقات الأخرى التي استخدمت فيها قواعد جروبنر على 

ـــ  إيجاد حلول جملة معادلات جبرية: سبيل المثال متغير وذلك في  nبــ 1,..., nK x x،  لحساب و 
ً
تستخدم أيضا

 . لحدودية ما فوق حلقة أو مودول  Syzygiesالمعاملات 

 : التوصيات

إلى يومنا هذا مازالت هناك العديد من المحاولات للبحث في هذا المجال وذلك لإيجاد طرائق جديدة لمعرفة 

وتوسيع مجالات  ،استخدام قواعد جروبنر في الفضاءات الإسقاطية لما لها من أهميّةونوص ي بتعميم  ،تلك القواعد

 استخدامها لتشمل مجالات أخرى في الرياضيات البحتة والتطبيقية . 
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