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The Sub- Laplacian on The Heisenberg Group and Itʼs Spectral Properties 
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Abstract: in this paper we talk about the spectral theory of the sub-Laplacian on the Heisenberg group. Then we give a 

complete analysis of the spectrum of the unique self- adjoint extension of this sub-Laplacian on the one-dimensional 

Heisenberg group. The Heisenberg group is the most known example from the realm of nilpotent Lie groups, and plays an 

important role in several branches of mathematics, such as representation theory, partial differential equations and number 

theory... It also offers the greatest opportunity for generalizing the remarkable results of Euclidean harmonic analysis. 

The results in this paper are valid for the sub-Laplacian on the n-dimensional Heisenberg group ℍ𝑛 , 𝑛 > 1 , in which the 

underlying space is ℂ𝑛 ×ℝ, but we have chosen to present the results for the one-dimensional Heisenberg group ℍ for 

the sake of simplicity and transparency. 

Keywords: Heisenberg group, sub-Laplacian, twisted Laplacians, Fourier_Wigner transform, special Hermite functions,  

eigenvalues, spectrum . 

 زئي على زمرة هايزنبرغ وخصائصه الطيفية مؤثر لابلاس الج

 سهى علي سلامة

 سوريا || جامعة البعث || كلية العلوم

خص:
ّ

 في هذا البحث قد   المل
 
 للطيف  قد   ة لمؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ. ثم  موجزة للنظرية الطيفي   منا مناقشة

 
 كاملا

 
منا تحليلا

 الخاص بالتمديد الوحيد 
 
عتبر بمثابة  ة البعد.على زمرة هايزنبرغ أحادي  لهذا المؤثر  المترافق ذاتيا

ُ
 إن  زمرة هايزنبرغ ت

 
في زمر لي  الزمرة الأكثر شهرة

 في العديد من فروع  القوى،عديمة 
 
 هاما

 
  الجزئية،ة ضلي  افالتالمعادلات  التمثيل،مثل نظرية  الرياضيات،وتلعب دورا

 
 ونظرية الأعداد... إضافة

 في الحصول على نتائج مهم  إلى أن  
 
 ملحوظا

 
م توسعا  ة في التحليل التوافقي الإقليدي.ها تُقد 

𝑛 (ℍ𝑛إن  النتائج في هذا البحث محققة لأجل مؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ ذات البعد  , 𝑛 > (, والتي هي بمثابة الفضاء    1

ℂ𝑛 × ℝ ولكننا اخترنا عرض النتائج لأجل زمرة هايزنبرغ ذات البعد الواحد ,ℍ .وذلك للسهولة والتبسيط , 

زمرة هايزنبرغ, مؤثر لابلاس الجزئي, مؤثر لابلاس الملتوي, تحويل فورييه _ ويغنر, دوال هرميت الخاصة, القيم الذاتية,  الكلمات المفتاحيّة:

 الطيف.

 بما يصفه علماء الرياضيات بنظري  يرتبط الإطار الر  المقدّمة:
 
 وثيقا

 
ة تمثيل الزمر. وفي بحثنا ياض ي لميكانيك الكم ارتباطا

ة للعلاقة الأساسي   , ونعمل من خلال بعض الأنواع من الزمر, وذلك كنتيجة  بعض التفصيلهذا سندرس هذه الفكرة ب

 ة تؤثر عليها زمرةة فيزيائي  دما يكون لدينا جملة كمومي  ه عنبين ميكانيك الكم و نظرية التمثيل, والتي ببساطة تدور حول أن  

𝐺  م نظرية التمثيل تُ  فضاء الحالة لهذه الجملة سيكون كما التمثيل الواحدي للزمرة المؤثرة عليها. وهذا يعني أن   , فإن قد 

 معلومات  مهم  
 
,[5] ملة الفيزيائية. ة عندما تؤثر زمرة ما على هذه الجحول فضاءات الحالة الميكانيكية الكمومي   ة [7] 

 وبذلك تصبح الفيزياء بالنسبة لعلماء الرياضيات مصدر 
 
 للغاية لدراسة التمثيلات الواحدية. ا

 
 مثمرا

https://doi.org/10.26389/AJSRP.S181019
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العلاقة الوثيقة بين هذا  1870عام  Sophus Lieظهور بنية زمر لي عندما لاحظ عالم الرياضيات  ةكانت بداي

ت الملاحظة بأن   ة. ثم  النوع من الزمر, وحلول بعض المعادلات التفاضلي    ,لدات لزمر لي المؤثرة على فضاءات مناسبةالمو   تم 

 ة.لها الصيغة نفسها التي تتميز بها الدوال الخاص  

ستنا في هذا البحث هو التحليل موضوع درا ومن الأمثلة عن زمر لي عديمة القوى نجد زمرة هايزنبرغ, وإن  

ة المرتبطة بهذا المؤثر و طيفه التوافقي على هذه الزمرة فنا مؤثر لابلاس الجزئي عليها ثم  درسنا المفاهيم الهام    . حيث عر 

و  . ة بما في ذلك الجوانب المختلفة لميكانيك الكمزمرة هايزنبرغ تدخل في العديد من المجالات التطبيقي   إن   مشكلة البحث:

 weyl) زمرة وايل (  يت هذه الزمرة عند علماء الرياضيات بزمرة هايزنبرغ, في حين أطلق عليها علماء الفيزياء اسمم  سُ قد 

group .  عتبر هذه الزمرة
ُ
 هذا و ت

 
 هام   الأكثر شهرة

 
 في العديد من فروع الرياضياتفي زمر لي عديمة القوى, وتلعب دورا

 
, و ا

ة للنظرية الطيفية لمؤثر لابلاس.قد اعتمدنا عليها في بح  ثنا للوصول إلى العلاقات الهام 

 مواد البحث و طرائقه: 

  ف عليها مؤثر لابلاس الجزئي, ثم  عر  وسنُ  على زمرة هايزنبرغ, ف في بحثناعر  تسن
ُ
 ن

 
م لمحة ة عن النظرية الطيفي   قد 

وال هرميت الخاصة. وفي نهاية البحث نتوصل إلى  الذاتية له تعطى من خلال د دوالال  ن أن  لمؤثر لابلاس الجزئي, ونبي  

 والموجب لمؤثر لابلاس الجزئي
 
 خطي  , والذي يُ 𝓛 حساب الطيف للتمديد الوحيد المترافق ذاتيا

 
 غير محدودعتبر مؤثرا

 
من   ا

𝐿2(ℍ)  إلى𝐿2(ℍ)   ز فضاء شوارت فيكثيف معطى  على مجال(Schwartz) 𝑆(ℍ) . 

 [  1,3,4] (:(1تعريف 

 ℂ𝒏+𝟏في الفضاء يجل زمرة هايزنبرغ هي زمرة من الانسحابات للنصف العلوي لفضاء س إن  

(the Siegel upper half space),   ف عليها قانون التشكيل بالعلاقة:ويعر 

                    (x, y, t)(𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
(𝑢. 𝑦 − 𝑣. 𝑥)) 

 .ℍ𝑛رمز لهذه الزمرة بالرمز  ويُ 

ℍ𝑛كما يتحقق أن   = ℂ𝑛 × ℝ :وفق قانون تشكيل مكافئ للقانون السابق يُعطى بالعلاقة 

                (𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 +
1

2
𝐼𝑚(𝑧. �̅�)) 

 [𝟔] :(𝟐)تعريف 

 : ف بالشكلالمعر   ℝ2𝑛+1, هو فضاء شوارتز على ℍ𝑛فضاء شوارتز على 

           𝑆(ℍ𝑛) = {𝜙: ‖𝜙‖𝛼,𝛽 ≡ 𝑆𝑢𝑝𝑥∈ℍ𝑛 |𝑥
𝛼 (

𝜕

𝜕𝑥
)
𝛽
𝑓(𝑥)| < ∞}  

.‖واضح أن  ) ‖𝛼,𝛽  نصف نظيم, و𝑆(ℍ𝑛)  فضاءFrechet). 

,𝛼و حيث إن   𝛽  .دان  دليلان متعد 

2𝑛)دينا في زمرة هايزنبرغ ل - + 2𝑛)واحد, يقابلها  زمرة جزئية بوسيط   (1 + 1)  
 
 متجه حقلا

 
 ر لا متغي   ا

 
 ا

 
 
,𝟒] وهي:  ,يساريا 𝟓] 

                      𝑗 = 1,2,… , 𝑛       𝑋𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
−
1

2
𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 
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                      𝑗 = 1,2,… , 𝑛       𝑌𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑦𝑗
+
1

2
𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑡
) 

                                                 𝑇 =
𝜕

𝜕𝑡
 

 ن علاقة التبادل الوحيدة غير التافهة هي لزمرة هايزنبرغ. وتكو  𝔥𝑛لد جبر لي  هذه الحقول المتجهة  تو   وإن  

𝑋𝑗]العلاقة:                   , 𝑌𝑗] = 𝑇         ; 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  

𝑔المعر فة لأجل  𝐿𝑔دينا على زمرة هايزنبرغ الانسحابات اليسارية ل - ∈ ℍ𝑛  :[𝟕] بالشكل 

                        ; ℎ ∈ ℍ𝑛      𝐿𝑔𝑓(ℎ) = 𝑓(𝑔
−1ℎ)    

فة بالشكل:        الدورانات المعر 
 
,𝑅𝜎𝑓(𝑧ولدينا أيضا 𝑡) = 𝑓(𝜎𝑧, 𝑡)  

σو ذلك لأجل كل  ∈ 𝑈(𝑛) حيث ,𝑈(𝑛)  .ة  هي الزمرة الواحدي 

وتومورفيزمات اهذه الدور  وإن  
ُ
 لزمرة هايزنبرغ. (automorphisms)نات هي أ

 من التمديدات المألوفة 
 
𝑥وبدلا → 𝑟𝑥  سيكون لدينا التمديد غير الإيزوتروبي(nonisotropic) 

𝛿𝑟(𝑧, 𝑡) = (𝑟𝑧, 𝑟
2𝑡) 

وتومورفيزم  𝛿𝑟 ومن الواضح أن  
ُ
 أ
 
 لزمرة هايزنبرغ.  (automorphisms)أيضا

 من الترابط بين التحليل التوافقي و نوع من أنواع زمر لي, و هي زمرة هايزنبرغ. حيث  النتائج:
 
منا في هذا البحث جانبا قد 

ة.ع فنا مؤثر لابلاس على هذه الزمرة و درسنا النظرية الطيفية لهذا المؤثر و توصلنا إلى مبرهنات  و علاقات  هام   ر 

 المناقشة:

 :مؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ -1

 مع ير ه لا متغي  نا نقول عنه إن  فإن   ℍ𝑛على  𝑃أخذ مؤثر تفاضلي ب -
 
 إذا كان تبديليا

 
𝑔 لأجل كل  𝐿𝑔ساريا ∈ ℍ𝑛 ,

 مع ونقول إن  
 
𝜎كل لأجل  𝑅𝜎ه لا متغير الدوران إذا كان تبديليا ∈ 𝑈(𝑛) .[𝟕]_[𝟖] 

𝑃(𝑓(𝛿𝑟𝑔)): إذا تحققت العلاقة 𝛼ه متجانس من الدرجة وكذلك نقول عن هذا المؤثر إن   =

𝑟𝛼𝑃𝑓(𝛿𝑟𝑔). 

 إلى ثابت ويمكن أن نتبي   -
 
, ولا متغير الدوران, ومتجانس مضاعف وجود مؤثر تفاضلي وحيد لا متغي  ن وصولا

 
ر يساريا

على زمرة هايزنبرغ, (  Kohn_Laplacian ) أو  ندعو هذا المؤثر الوحيد مؤثر لابلاس الجزئي .من الدرجة الثانية

 أن  
 
 .ℝ𝑛ه يتمتع بالعديد من الخصائص التي يحققها مؤثر لابلاس على علما

   [𝟖]_[𝟒] :(𝟑)تعريف 

 تية:من خلال الصيغة الآ ℒعطى مؤثر لابلاس الجزئي الذي رمزنا له بالرمز يُ 

                                 𝓛 = −∑ (𝑋𝑗
2 + 𝑌𝑗

2)𝑛
𝑗=1 

𝑋𝑗حيث  , 𝑌𝑗 .التي سبق وعرفناها 
 
 هي الحقول المتجهة اللامتغيرة يساريا

𝓛صريح نجد:         وبحساب   = −∆𝑧 −
1

4
|𝑧|2𝜕𝑡

2 + 𝑁𝜕𝑡     حيث∆𝑧  هو مؤثر لابلاس علىℂ𝑛 و 

                             𝑁 = ∑ (𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
− 𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
)𝑛

𝑗=1   .هو مؤثر الدوران 
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 [𝟏𝟎]:(𝐇Ö𝐫𝐦𝐚𝐧𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦)هورماندر  مبرهنة

 معطى بالصيغة:             𝑃ليكن 
 
ا  تفاضلي 

 
𝑃مؤثرا = ∑ 𝑋𝑗

2 + 𝑋0 + 𝑐
𝑟
1 

𝑋0حيث  , … , 𝑋𝑟  ترمز إلى مؤثرات تفاضلية متجانسة من المرتبة الأولى في المجموعة المفتوحة𝛺 ⊂ ℝ𝑛 

 من المرات على   𝐶∞(𝛺)تنتمي إلى  𝑐والمعاملات 
 
ا  لا نهائي 

 
, و التي جميع  𝛺) و هو فضاء الدوال القابلة للاشتقاق عددا

ة على   ه من بين المؤثرات: 𝛺 [6]مشتقاتها مستمر 
 
 ( ولنفرض أن

𝑋𝑗1 , [𝑋𝑗1 , 𝑋𝑗2], [𝑋𝑗1 , [𝑋𝑗2 , 𝑋𝑗3]] , … , [𝑋𝑗1 , [𝑋𝑗2 , [𝑋𝑗3 , … , 𝑋𝑗𝑘]]]      ; 𝑗𝑖 = 0,1, … , 𝑟 

 ف 𝑛يوجد  
 
 فوق ناقص ي.  𝑃عندئذ  فإن  , Ωي أي نقطة من منها مستقلة خطيا

 :(𝟏)نتيجة

,𝑋]: بما أن   𝑌] = 𝑇 السابقة أن   برهنةالم ينتج منف 𝓛   .فوق ناقص ي 

  [𝟗]:(𝟒)تعريف 

 عر ف الآن مؤثر لابلاس الملتوي:لنُ 

𝜏لأجل  ∈ ℝ ⧵ 𝑍𝜏لتكن  {0} , �̅�𝜏     :هي مؤثرات تفاضلية جزئية معطاة بالشكل𝑍𝜏 =
𝜕

𝜕𝑧
+
1

2
𝜏𝑧̅  

�̅�𝜏و                                                                                 =
𝜕

𝜕�̅�
−
1

2
𝜏𝑧   

𝓛𝜏بالشكل:        𝓛𝜏عندئذ  نعر ف مؤثر لابلاس الملتوي  = −
1

2
(𝑍𝜏�̅�𝜏 + �̅�𝜏𝑍𝜏)  

𝓛𝜏وبشكل أكثر دقة يكون:         = −∆ +
1

4
(𝑥2 + 𝑦2)𝜏2 − 𝑖 (𝑥

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
) 𝜏   

 [𝟔]: (𝟏)ملاحظة

, نقول عن  𝐵|  .  |مع النظيم  𝐵إلى فضاء باناخ  ℝ𝑛من  𝛺دالة من المجموعة الجزئية المفتوحة  𝑓لتكن 

ها قابلة للاشتقاق في  𝑓الدالة  𝑥0إن  ∈ 𝛺  إذا وجد تطبيق خطي�́�(𝑥0): ℝ
𝑛 → 𝐵 بحيث تتحقق العلاقة: 

1

|𝑥 − 𝑥0|ℝ𝑛
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − �́�(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)|𝐵      𝑥→𝑥0    

→      0 
 .𝑥0في  𝑓مشتقة  �́�(𝑥0)ندعو 

𝑥إذا كان  𝐶1من الصف  𝑓نقول إن   ↦  �́�(𝑥)   مستمر, ونقول إن𝑓  من الصف𝐶2  إذا كان𝑥 ↦

 �́�(𝑥)  من الصف𝐶1...وهكذا , 

…,1,2إذا وفقط إذا كانت جميع المشتقات الجزئية من المراتب  𝐶𝑘من الصف  𝑓وتكون الدالة  , 𝑘  

 موجودة ومستمرة.

𝑘لأجل كل  𝐶𝑘من الصف  𝑓إذا كان  ∞𝐶من الصف  𝑓ونقول إن   ∈ ℕ في هذه الحالة يكون .𝐶∞ =

⋂ 𝐶𝑘∞
𝑘=1. 

عطى من خلال الم ة بين مؤثر لابلاسالعلاقة القياسي   إن  : (𝟐)نتيجة
ُ
 برهنةالجزئي و مؤثر لابلاس الملتوي ت

 الآتية:
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𝑢لتكن : (𝟐)مبرهنة  ∈ 𝑆′(ℍ) ∩ 𝐶∞(ℍ)  وليكن�̂�(𝑧, 𝜏) هو توزيع بطيء التزايد بالنسبة ل𝜏   على

ℝ  لكل𝑧  منℂ وليكن ,�̌�  هو تحويل فورييه العكس ي ل𝑢  بالنسبة ل𝑡 .  
 
 لأجل كل عندئذ  فإن

 
ℝمن  𝜏ه تقريبا ⧵ {0} 

 يتحقق:    

                                      (𝓛𝑢)𝜏 = 𝓛𝜏𝑢
𝜏   

𝜏(𝑧)(𝓛𝑢)حيث:              = (𝓛𝑢)⋁(𝑧, 𝜏)    ,     𝑢𝜏(𝑧) = 𝑢⋁(𝑧, 𝜏)    ; 𝑧 ∈ ℂ  

 𝑆(ℍ) .[5]  ل, و هو الفضاء الثنوي ℍهو فضاء التوزيعات المتزايدة ببطء في  𝑆′(ℍ)و حيث: 

𝑓 ب , و يُرمز له  𝑓لدالة  ℝ𝑛فورييه الكلاسيكي في الفضاء  ويلإن تح [𝟔]:(𝟓)تعريف  = 𝐹𝑓 يُعر ف ,  

 بالشكل: 

                                𝑓(𝜉) = (2𝜋)−
𝑛

2∫ℝ𝑛ℯ
−𝑖𝑥𝜉𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

𝝋,𝝍بأخذ   [𝟕]:(𝟔)تعريف  ∈ 𝑳𝟐(ℝ𝒏):لنعرف الدالة , 

                                      𝑉𝜑(𝜓, 𝑧) = (2𝜋)
−
𝑛

2∫
ℝ𝑛
 ℯ𝑖𝑥𝜉𝜑 (𝜉 +

𝑦

2
) �̅� (𝜉 −

𝑦

2
) 𝑑 
𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟)ندعو هذه الدالة تحويل فورييه_ ويغنر −𝑊𝑖𝑔𝑛𝑒𝑟 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚)  ل𝜑 وψ. 

 :   ℒالنظرية الطيفية ل  2.

,𝟐]:(𝟕)تعريف  عر ف   ℎ𝑘دوال هرميت ذات البعد الواحد  فإن   𝑘لأجل كل عدد صحيح غير سالب  [𝟏𝟏
ُ
ت

 بالشكل: 

                              ℎ𝑘(𝑥) =
(−1)𝑘

√2𝑘𝑘!√𝜋
ℯ
𝑥2

2
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
 (ℯ−𝑥

2
)  

𝜗د متعد   دليلولأجل أي  = (𝜗1, … , 𝜗𝑛)   نا نعر ف دوال هرميت ذات فإن𝑛 :بعد بالجداء التنسوري 

                                  ℎ𝜗(𝑥) = ∏ ℎ𝜗𝑖(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1        ; 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ

𝑛 

[𝟐] [𝟏𝟏] تدعى دوال هرميت الخاصة, وهي تعر ف بالشكل:  ℒالدوال الذاتية للمؤثر  إن    − 

,𝜇دين  متعد   دليلينلأجل أي  𝜗   دوال هرميت الخاصة  فإنΦ𝜇,𝜗 :تعطى بالشكل 

                                                 Φ𝜇,𝜗(𝑧) = 𝑉(ℎ𝜇, ℎ𝜗)(𝑧) 

ℎ𝜇حيث  , ℎ𝜗  هي دوال هرميت علىℝ𝑛 . 

 بالحساب المباشر وباستخدام العلاقات: [𝟏𝟏]:(𝟑)نتيجة

                           (−
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑥)ℎ𝑘(𝑥) = (2𝑘 + 2)

1

2 ℎ𝑘+1(𝑥)  
                                 (

𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑥) ℎ𝑘(𝑥) = (2𝑘)

1

2 ℎ𝑘−1(𝑥)  
ℒΦ𝜇,𝜗تظهر لنا العلاقة:                        ℎ𝑘المحققة على دوال هرميت  = (2|𝜗| + 𝑛)Φ𝜇,𝜗  

|𝜗|حيث  = ∑ 𝜗𝑗
𝑛
𝑗=1   التي تعني أن  Φ𝜇,𝜗  هي دوال ذاتية لℒ  2توافق القيمة الذاتية|𝜗| + 𝑛 وهي ,

 جملة متعامدة  في 
 
𝑓. وهكذا لأجل كل 𝐿2(ℂ𝑛)تشكل أيضا ∈ 𝐿2(ℂ𝑛)  ح  [2] النشر: يصُّ

𝑓 =∑〈𝑓,Φ𝜇,𝜗〉Φ𝜇,𝜗
𝜇,𝜗
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𝑓ابة النشر السابق بالشكل:                        تويمكن أن تتم ك = ∑ 𝑃𝑘𝑓
∞
𝑘=0   

𝑃𝑘𝑓حيث:                                               = ∑ 〈𝑓, Φ𝜇,𝜗〉Φ𝜇,𝜗𝜇,|𝜗|=𝑘  

2𝑘وهو الإسقاط الطيفي الموافق للقيمة الذاتية  + 𝑛 . 

𝑓والآن من أجل أي  - ∈ 𝐿2(ℂ𝑛)  بحيثℒ𝑓 ∈ 𝐿2(ℂ𝑛) , 
 
نحصل على  ℒه من خلال الترافق الذاتي ل فإن

 العلاقة:

                                             𝑃𝑘(ℒ𝑓) = (2𝑘 + 𝑛)𝑃𝑘𝑓 
 وهذا ما يبي  

 
𝑓ه لأجل ن لنا أن ∈ 𝐿2(ℂ𝑛)  وℒ𝑓 ∈ 𝐿2(ℂ𝑛) :تتحقق العلاقة 

                                              ℒ𝑓 = ∑ (2𝑘 + 𝑛)𝑃𝑘𝑓
∞
𝑘=0  

  ℒسننظر الآن إلى مؤثر لابلاس الجزئي  -
 
 تعريف مع مجال 𝐿2(ℍ)في  𝐿2(ℍ)ه مؤثر خطي غير محدود من على أن

 .𝑆(ℍ)كثيف مُعطى في فضاء شوارتز 

 [𝟗]: (𝟑)مبرهنة 

, وفي الواقع هو مؤثر موجب 𝑆(ℍ)مع المجال الكثيف في  𝐿2(ℍ)في  𝐿2(ℍ)هو مؤثر تناظري من  ℒ إن  

.
 
 أيضا

 : (𝟐)ملاحظة

 للإغلاق, ونرمز إلى غلا  ℒمؤثر لابلاس الجزئي  إن  
 
 هو مؤثر  ℒ0  . وبالتالي فإن  ℒ0ته بالرمز فيكون قابلا

 مترافق ℒ , وفي الحقيقة فإن  𝐿2(ℍ)في  𝐿2(ℍ)موجب, وتناظري, ومغلق من 
 
 وحيدا

 
 يملك تمديدا

 
 هو  ا

 
ذاتيا

ℒ0. 

 [𝟗]_[𝟕] . الطيف:3

 مؤثر  𝐴ليكن 
 
 خطي   ا

 
 مغلق ا

 
 , عندئذ  يتم تحديد  𝐷(𝐴)مع مجال كثيف  𝑋إلى   𝑋من فضاء باناخ العقدي   ا

 
 

  بحيث يتحقق أن   𝜆كمجموعة من الأعداد العقدية (  𝜌(𝐴) ) ويُرمز لها بالرمز 𝐴 لة لالمجموعة الحلا

 بيق:      التط

                                                    𝐴 − 𝜆І: 𝐷(𝐴) → 𝑋 
 . 𝑋 في هو المؤثر المطابق Іهو تقابل, حيث 

(𝐴)∑, أي ℂفي  𝜌(𝐴)هو ببساطة المتمم ل و  (𝐴)∑ ب لطيفل نرمز = ℂ\𝜌(𝐴) . 

∑الطيف النقطي  (𝐴)𝑃  ل𝐴  هو مجموعة الأعداد العقديةλ  بحيث يكون(𝐴 − 𝜆І)   متباين.غير 

∑الطيف المستمر  (𝐴)𝑐  ل𝐴  هو مجموعة الأعداد العقديةλ  بحيث يكون المدى𝑅(𝐴 − 𝜆І )   ل

(𝐴 − 𝜆І)  عبارة عن مجموعة كثيفة في𝑋 و ,(𝐴 − 𝜆І )−1 .موجود لكنه غير محدود 

∑الطيف المتبقي  (𝐴)𝑟  ل𝐴  هو مجموعة الأعداد العقديةλ  بحيث(𝐴 − 𝜆І )−1  موجود )قد يكون

𝑅(𝐴, لكن المدى  محدود(محدود أو غير  − 𝜆І )  ليس مجموعة كثيفة في𝑋 . 

∑  المجموعاتبسهولة نلاحظ أن   (𝐴)𝑃  و∑ (𝐴)𝑐  و∑ (𝐴)𝑟 :تكون منفصلة عن بعضها, ويكون 

                              ∑ (𝐴)𝑟 ∑ (𝐴)𝑐 ∪ ∑ (𝐴)𝑃 ∪ ∑(𝐴)  =   
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 على ذلك, من المعروف أن

 
 مؤثر  𝐴ه إذا كان علاوة

 
 مترافق ا

 
  ا

 
:                                        في ذاتيا فضاء هيلبرت العقدي الفصول, عندئذ 

∑ (𝐴)𝑟 = 𝜙  . 

 الآتية: برهنةالوصف الدقيق لطيف مؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ يُعطى من خلال الم إن  

  [𝟗]:(𝟒)مبرهنة 

 تتحقق لدينا العلاقة الآتية:               

                                               ∑(ℒ0) = ∑ (ℒ0)𝑐 = [0,∞)  

 الإثبات:

 أن  
 
 لدراسات  سابقة تم  الإثبات أن   . (∞,0]ليس له قيم ذاتية في  ℒ0 سنثبت أولا

 
 ل  0 و وفقا

 
 ذاتيا

 
ليس متجها

ℒ0 ليكن  : لآنا. وλ عدد 
 
 موجب ا

 
ℒ0𝑢تحقق:       𝐿2(ℍ)في  𝑢بحيث توجد دالة  ا = 𝜆𝑢   

ℒ𝜏𝑢عندئذ  تتحقق العلاقة:                                           
𝜏 = 𝜆𝑢𝜏  

𝑢𝜏  ولكن هذا يعني أن   = 𝜏لأجل كل  0 ∈ ℝ ⧵   , وبحيث يكون: {0}

|𝜏| ≠ 𝜆 (2𝑘 + 1)⁄  ; 𝑘 = 0,1, .. 
𝑢  وهذا ما يؤدي إلى أن   =  وبالتالي نحصل على تناقض. 0

 نحصل على العلاقة:          ℒ0 والآن بما أن  
 
(ℒ0)∑مترافق ذاتيا = ∑ (ℒ0)𝑐   

ℒ0  أن  يبقى إثبات لذلك  − 𝜆І  لأجل كل 
 
 . (∞,0]من  λليس غامرا

ℒ0 لنفرض أن   − 𝜆0І  غامر لبعض𝜆0  عندئذ  ستكون (∞,0]من ,𝜆0  
 

ل  𝜌(ℒ0)لة من المجموعة الحلا

ℒ0  وبالتالي يوجد فترة مفتوحة𝐼𝜆0  بحيث𝜆0 ∈ 𝐼𝜆0   و𝐼𝜆0 ⊂ 𝜌(ℒ0). 

,𝑓(𝑥بالشكل:           ℍدالة معرفة على  𝑓لتكن  𝑦, 𝑡) = ℎ(𝑥, 𝑦)ℯ−
𝑡2

2          ; 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ ℝ  

 𝐿2(ℍ)من  𝑢𝜆يمكن أن نجد دالة  𝐼𝜆0من  λ. عندئذ  لأجل كل 𝐿2(ℝ2)هي دالة اختيارية من  ℎحيث 

ℒ0)بحيث يكون:                                          − 𝜆І)𝑢𝜆 = 𝑓   

 نحصل على العلاقة: 𝑡وبأخذ تحويل فورييه العكس ي بالنسبة ل  

                                       (ℒ𝜏 − 𝜆І)𝑢𝜆
𝜏 = ℎ ℯ−

𝜏2

𝜏لكل    2 ∈ ℝ ⧵ {0}. 

ℒ𝜏 لذلك فإن   − 𝜆І  لكل 
 
𝑚(ℝ      قياس ليبيغ التي من أجلها يكون  𝑆𝜆من المجموعة  𝜏يكون غامرا ⧵ 𝑆𝜆) 

ℝل  ⧵ 𝑆𝜆  .هو صفر 

𝜏والآن لتكن  ∈ ⋂ 𝑆𝜆𝑟∈І𝜆0∩ℚ
ℒ𝜏 هي مجموعة الأعداد النسبية, عندئذ  يتحقق أن   ℚحيث   − 𝜆І  غامر

І𝜆0من  λومتباين لأجل كل  ∩ℚ وبالتالي ,ℒ𝜏 − 𝜆І  هو تقابل لأجل كلλ  منІ𝜆0 
 

لة ل , وذلك من كون المجموعة الحلا

ℒ𝜏 .هي مجموعة مفتوحة 

ℒ𝜏ومن جهة أخرى لدينا  − 𝜆І   هو واحد لواحد إذا وفقط إذا تحقق أن : 

𝜆 ≠ (2𝑘 + 1)|𝜏|   ; 𝑘 = 0,1,2, … 
⋂من  𝜏وهذا تناقض في حال اخترنا  𝑆𝑟𝑟∈І𝜆0

 بما فيه الكفاية مثل 
 
 صغيرا

 
2𝑘)           ليكون عددا +

1)|𝜏| ∈ І𝜆0  لبعض𝑘  حيث𝑘  .عدد صحيح غير سالب 
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 كتطبيق للنظرية  -
 
 مختلف الأطياف القياسية المفيدة التي ستلزمناالسابقة فإن

 
وذلك بعد التعريف   نا سنعطي أولا

 :الآتي

 [𝟏𝟐]:(𝟖)تعريف  

,𝑋ليكن  𝑌  فضاءا باناخ, وليكن𝑇: 𝑋 → 𝑌  ندعو ,
 
 محدودا

 
ا  خطي 

 
بمؤثر فريدهولم  𝑇مؤثرا

(Fredholm) إذا تحققت الشروط الآتية : 

1- 𝐾𝑒𝑟(𝑇) .منتهية البعد 

2- 𝑅𝑎𝑛(𝑇)  .مغلقة 

3- 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟(𝑇) .ل النواة  منتهية البعد, و هو رمز لمكم 

 محد   𝐴ليكن  -
 
 مغلقا

 
 خطيا

 
 دمؤثرا

 
∑الطيف القياس ي  , إن  𝑋كثيف في فضاء باناخ العقدي  بشكل   ا (𝐴)𝐷𝑆  ل𝐴  هو

𝑅(𝐴بحيث يكون  λمجموعة كل الأعداد العقدية  − 𝜆І )   غير مغلق في𝑋. 

𝐴بحيث   λهي مجموعة جميع الأعداد العقدية  𝜙𝑊(𝐴)لتكن الآن  - − 𝜆І  فريدهولم, ولتكن مؤثر هو𝜙𝑆(𝐴) 

𝐴بحيث يكون  λهي مجموعة جميع الأعداد العقدية  − 𝜆І  فريدهولم مع الدليل الصفري, عندئذ  فإن  مؤثر هو 

∑الطيف القياس ي  (𝐴)𝑊  والطيف القياس ي∑ (𝐴)𝑆   ل𝐴  :يعرفان بالشكل 

                                ∑ (𝐴)𝑊 = ℂ ⧵ 𝜙𝑊(𝐴) 
                                 ∑ (𝐴)𝑆  = ℂ ⧵ 𝜙𝑆(𝐴) 

∑وبسهولة تتضح العلاقة الآتية:     (𝐴)𝐷𝑆 ⊆ ∑ (𝐴)𝑊 ⊆ ∑ (𝐴)𝑆  . 

 الآتية: برهنةوفي حالة مؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ نتوصل إلى الم -

  [𝟗]:(𝟓)مبرهنة 

∑تتحقق لدينا المساواة الآتية:                   (ℒ0)𝐷𝑆 = ∑ (ℒ0)𝑊 = [0,∞)          

 الإثبات:

(∞,0]العلاقة الآتية محققة:    يكفي أن نثبت أن   ⊆ ∑ (ℒ0)𝐷𝑆 

𝜆 لنفرض أن   ∈ ∑ليست من  (∞,0] (ℒ0)𝐷𝑆  المدى  فإن   , عندئذ𝑅(ℒ0 − 𝜆І )  لℒ0 − 𝜆І  يكون

𝜆لدينا  برهنة, وبحسب الم𝐿2(ℍ) في ً مغلقا  ∈ ∑ (ℒ0)𝑐 وبالتالي ,𝑅(ℒ0 − 𝜆І )  كثيفة في𝐿2(ℍ)  لذلك فإن , 

ℒ0 − 𝜆І  إن   أي, ً يكون تقابلا 𝜆 ∈ 𝜌(ℒ0).وهذا تناقض , 

 الخلاصة:

, و اعتمدنا على ما توصلنا إليه في بذلك نكون قد درسنا النظرية الطيفية لمؤثر لابلاس على زمرة هايزنبرغو 

 دراستنا للطيف لهذا المؤثر. 

يمكننا استخدام التقنية التي اعتمدناها في هذا البحث لحساب طيف التمديد الوحيد المترافق  التوصيات: 

 على زمرة هايزنبرغ االمعطى بالشكل: ℍ∆من مؤثر لابلاس الجزئي  ℍ,0∆ ً ذاتيا

                                            ∆ℍ= −(𝑋
2 + 𝑌2 + 𝑇2)  

,ℍ∆)∑حيث يكون:            0) = ∑ (∆ℍ,0)𝑐 = [0,∞)  



 م 2020 مارس   ــ  ولالأالعدد   ــ  سداسالالمجلد   ــ المجلة العربية للعلوم ونشر الأبحاث 

 سلامة  ( 105) مؤثر لابلاس الجزئي على زمرة هايزنبرغ وخصائصه الطيفية
 

 :محققة الآتية العلاقة فإن ذلك على ً وعلاوة

                        ∑ (∆ℍ,0)𝐷𝑆 = ∑ (∆ℍ,0)𝑊 = ∑ (∆ℍ,0)𝑆 = [0,∞)  
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